Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

Svoc 2009

Ludék Kleprlik
Sobolevovy prostory a skladani zobrazeni

Katedra matematické analyzy

Kategorie: (S1) Matematicka analyza — Teorie funkei a funkénich
prostoru

Vedouci prace: RNDr. Stanislav Hencl, Ph.D.
Studijni program: Matematika, matematicka analyza

2009






Kapitola 1.
Kapitola 2.
Kapitola 3.
Kapitola 4.
Kapitola 5.

Literatura

Obsah

Uvod

Znageni, definice a pouzité tvrzeni

Integrovatelnost K, distorze a (N~') Luzinova podminka
Selhdn{ Luzinovy (N~') podminky

Spojitost operatoru slozeni s funkei s konecnou distorzi

12
18
24
30



Nazev prace: Sobolevovy prostory a sklddani zobrazeni

Autor: Ludék Kleprlik

Datum narozeni: 16.4.1985

e-mail: 1.kleprlik@seznam.cz

Roc¢nik studia: 2.

Obor studia: navazujici magisterské studium Matematicka analyza
Katedra (tstav): Katedra matematické analyzy

Vedouci prace: RNDr. Stanislav Hencl, Ph.D.

e-mail vedouciho: hencl@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: V predlozené praci studujeme, kdy pro funkci v ze Sobolevova prostoru
a homeomorfismus f lezi slozené zobrazeni u o f v néjakém vhodném Sobole-
vové prostoru a to v zavislosti na vlastnostech zobrazeni f. Ukazeme, ze ma-li
f kone¢nou distorzi, potom za dostatecné integrability g-distorze K, = |Df|?/J;
operator slozeni T'y(u) = f ou zobrazuje funkce z prostoru W'llgcq do prostoru I/Vllgcp
Pro dukaz tohoto tvrzeni budeme muset nejdiive zjistit, kdy inverzni zobrazeni
f~! zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové miry (tj. splituje Luzinovu
(N~!) podminku). Dokdzeme, ze je-li 1 < ¢ < n a g-distorze K, je dostatecné
integrovatelnd, potom tuto podminku spliuje. Poté ukazeme, ze tento vysledek
je optimalni a to tak, ze zkonstruujeme homeomorfismy f, které tésné nebudou
splitovat predpoklad dostateéné integrability K, a piitom selze Luzinova (N—!)
podminka.

Klicova slova: Homeomorfismus s kone¢nou distorzi, (N~!) Luzinova podminka,
Operator slozeni, Sobolevovy prostory



KAPITOLA 1
Uvod

V této praci se budeme zabyvat problémem diferencovatelnosti slozeného zob-
razeni. Budeme zkoumat, kdy je slozené zobrazeni u o f slabé diferencovatelné
(respektive lezi ve vhodném Sobolevové prostoru) v zavislosti na vlastnostech
zobrazeni f. Sobolevovym prostorem W'? budeme znaéit mnozinu funkei z LP,
jejiz zobecnénd derivace lezi také v LP (pfesnd definice je uvedena v nasledujici
kapitole).

§ DEFINICE 1.1. Bud Q4, Q5 oteviené podmnoziny R" a f zobrazeni z Q; — 5.
Rekneme, Ze operédtor Ty definovany

(Tyu)(z) :== u(f(z)) pro z € Qy,
je spojity z Wh9(€y) (respektlve VVllq(Qg) N C(Qy)) do WP(€,), pokud pro

loc
kazdou funkci u € W9(Qy) (resp. Wh9(Qy) N C(Qy)) plati Tyu € W,iP(Q) a

existuje konstanta K tak ze plati
(1.1) DT pul| o) < K[ Dul| Lo,
pro kazdou funkci u € W,29(2y) (resp. Win4(Qy) N C ().

loc
Nasim cilem bude charakterizovat vsechny homeomorfismy f, pro které je
operator Ty spojity. K tomu si zavedeme nasledujici tfidu zobrazeni.

DEFINICE 1.2. Bud Q C R” oteviend mnozina. O funkci f € W'(Q,R")

loc
fekneme, ze md konecnou distorzi, pokud J; € Lj,.(Q2) a pro skoro vsechny body

x € Q splaujici Jy(x) = 0 plati
[Df(x)| =0.

Pro ¢ € [1,00) a f funkei s konec¢nou distorzi definujeme funkci K, predpisem:

[ B o 0
0 jinak.

K

q

Zduraznéme, Ze po zobrazeni f nepozadujeme podminku J; > 0 skoro vSude.

Nésledujici véta nam tvrdi, ze homeomorfismy s konec¢nou distorzi zobrazuji
WP do Wh4 spojité, pokud je g-distorze vhodné integrovatelna.

VETA 1.3. Necht Q1,9 jsou oteviené podmnoziny R", 1 < p < ¢ < o0,
funkce u € W(y) a necht f € W,oH(Qy, Q) je homeomorfismus s konecnou
distorzi splnugici podminku

(1.2) K,(z) € La-r ().

Potom, je-li 1 < g < n, je opemtor Ty spojity z W, ’q(Qg) do W,2P(Qy), nebo je-li
n < q < oo, pak je spojity z Wra(Q) N C(Q) do WEP().

loc

5
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Poznamenejme, ze podobné tvrzeni lze nalézt v ¢lanku Ukhlova [6], ale dukaz
tohoto tvrzeni v tomto ¢lanku se da v lepsim pripadé oznacit za silné neuplny.
Jednim z nasich cilu je podat detailni a korektni diikaz tohoto tvrzeni. Pozname-
nejme, ze podminka integrovatelnosti g-distorze neni pouze postacujici podmin-
kou, ale dokonce i podminkou nutnou. Tedy kazdy homeomorfismus, ktery zobra-
zuje WP do W spojité, je jiz nutné zobrazeni s konecénou distorzi a ta spliiuje
(1.2) (viz [6]).

Nejprve zopakujeme velmi struény dukaz Veéty 1.3 z [6] a vysvétlime, v ¢em
jsou problémy. Méjme nejdiive u hladkou, pak

/’D !df—/)w >! |Df(2)[da
/)vu
(1.3) <( / !Vu(f@))}quf(x)ux)%( / (K () 7%5) T

S(/(W(y))qdy)z(/(Kq(x))qp”y;p

r
— p q
—HVUHLq(Qg)”Kq”Lﬁ(Ql)-

Zbytek je podle autora [6] jasny a dukaz tim konci. Je jasné, ze takovyto odhad
musi byt klicem pro ditkaz celého tvrzeni, ale ditkaz to bohuzel neni. Pokud f~1
nezobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové miry, tak mohou nastat
vazné problémy.

DEFINICE 1.4. Rekneme, Ze zobrazeni f : R® — R” spliuje Luzinovu (N71)
podminku, pokud pro kazdou mmnozinu E C R" takovou, ze |E| = 0, plati

/71 (E) =0.

Pokud nase f nesplituje (N~!) podminku (a jak dale uvidime, to se muze
stat), tak slozené zobrazeni u o f nemusi byt ani méfitelné. Existuje-li A C €,
ze |A] > 0 a |f(A)] = 0, tak muzeme u na f(A) nadefinovat jakkoliv (bude
se jednat o reprezentanta stejné funkce u) a slozené zobrazeni se na mnoziné
kladné miry A muze chovat divoce. Naopak pokud f spliiuje (N~') podminku,
tak z platnosti tvrzeni pro jednoho reprezentanta u uz snadno plyne platnost pro
libovolného reprezentanta, nebot slozené zobrazeni ménime pouze na mnoziné
nulové miry. Jakdkoliv zminka o platnosti (N~!) podminky, nebo zdvislosti na
zvoleném reprezentantovi v ¢lanku [6] bohuzel chybi. Jednim z nasich postupnych
a zna¢né netrividlnich cilu je ukdzéni, ze pro ¢ < n uz musi f spliujici (1.2)
nutné spliovat (N~1) podminku. Pro ¢ > n uz (N~!) podminku obecné spliiovat
nemusi, ale zvolime-li vhodného reprezentanta u (kazdd W4, ¢ > n, funkce m4
dokonce spojitého reprezentanta), tak tvrzeni plati.

Platnost klicového odhadu (1.3) vime pouze pro hladké u. Standardnim po-
stupem pres zhlazovani bohuzel neni dostacujici a volime proto specidlni lipschi-
tzovskou aproximaci za pomoci maximélni funkce (viz Lemma 5.3). Z odhadu
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(1.3) na rozdily funkei uy o f dostaneme cauchyovskost v L9 a nalezneme kan-
didata na limitu derivaci g. Dalsim problémem, ktery je nutno tesit, je nalezeni
vhodného kandidata na limitu posloupnosti aproximaci u; o f. Mame vhodného
kandiddta g € L? pro limitu derivaci D(uy o f) a jesté potiebujeme dokézat, ze
uo f je vhodnym kandiddtem pro limitu u, o f v LP a D(uo f) = g. V tomto
kroku opét podstatnym zpusobem vyuzijeme znalosti (N~!) podminky pro ¢ < n
a pro ¢ > n vyuzijeme spojitosti u. Poznamenejme jesté nakonec, ze v ¢lanku [6]
klicovy predpoklad spojitosti u pro ¢ > n zcela chybi.

Z vyse uvedené diskuse je ziejmé, Ze zkoumani platnosti Luzinovy (N—1)
podminky pro zobrazeni s kone¢nou g-distorzi je uzitecné. Platnost této podminky
je zajimavym faktem sama o sobé a ocekdvame, ze muze nalézt aplikace i jinde.
Ve treti kapitole ukazeme, ze méame-li 1 < ¢ < n, potom za dostateéné integrova-
telnosti ¢-distorze K, zobrazen{ f je Luzinova (N ') podminka splnéna. Piesnéji
dokazeme vétu

VETA 1.5. Necht funkce f € WHL(Q,R™) je homeomorfismus s konecnou
distorzi splnujict

(),

loc

K,eL
kde q € [1,n]. Potom f spliuje Luzinovu (N~') podminku.
Ve ¢tvrté kapitole ukazeme, ze tento vysledek je optiméalni. To jest, pokud

oznacime )y n-dimenzionalni krychli se stfedem v pocatku a se stranami o délce
1 rovnobéznymi se soufadnicovymi osami, pak plati véta:

VETA 1.6. Bud q € (1,00) a & > 0 libovolné, potom existuje homeomorfismus
f e WhH(Qo, R"™), ktery md konecnou distorzi, zobrazuje Qo na Qg a

o g-distorze K, € L>(Qy), je-li ¢ > n,
o nebo K, € LT (Qo) pro g <n,
a pritom f nespliuje (N—1) Luzinovu podminku.
V paté kapitole pomoci predchozich znalosti dokdzeme Vétu 1.3. V nésledujici

druhé kapitole zavedeme potiebné znaceni a zformulujeme standardni tvrzeni,
ktera budeme dale pouzivat.



KAPITOLA 2

Znaceni, definice a pouzité tvrzeni

V celém textu pracujeme s Euklidovym prostorem R™ s normou

ol = ().

i=1
kde z = (x1,...,2,) € R" a maximovou normou
|x| = max |x;].
i=1,...,
Symbolem {2 mdme na mysli otevienou podmnozinu R". PiSeme-li o mnoziné
E, 7e E CC (), pozadujeme po ni £ C ().
Symbol C(a, b, ... ) oznacuje kladnou konstantu, ktera zavisi pouze na a, b, . . .,
jejiz presna hodnota se muze v prubéhu dukazu meénit.
Nésledujici definice a tvrzeni s dukazy jsou obsazené ve skriptech [4] a [5].

DEFINICE 2.1. Funkce u : M C R™ — R™ je lipschitzovskd pokud existuje
konstanta H tak, ze pro vSechny z,y € M plati

1f(x) = F)ll < Hljz —yl],

¢islo H nazyvame lipschitzovskou konstantou.

Nasledujici rozsitovaci véta je velmi znama. Plati dokonce pro C' = 1, ale ndm
bohaté postaci v tomto znéni.

VETA 2.2 (McShane). Existuje konstanta C' = C(m) takovd, Ze kazdou funkci
u: M CR" — R™ s lipschitzovskou konstantou H lze rozsirit na funkci defino-
vanou na R™ s lipschitzovskou konstantou C'H.

Na R™ pracujeme s Lebesgueovou mirou A,. Je-li £ métitelnd mnozina piSeme
zkrécené |E| misto A, (£). Symbol yg zna¢i charakteristickou funkei mnoziny F,
to jest

[ ljeliz€E,
XE =\ 0 jinak.

Pro mnozinu F s koneénou mirou a funkci v € L'(E) znacime

fooz)
Ug = U::E Uu.
E E

Pouzivame obvyklou konvenci L5 = L* pro a € (0, 00).

DEFINICE 2.3 (Lebesguetiv bod). Rekneme, Ze = je Lebesguetiv bod funkce
f, pokud

lim [ f(x) — f(y)ldy = 0.

r—04
B(z,r)
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Je zndmo, ze pro funkce z Lj . jsou skoro vsechny body Lebesgueovy. Z definice
lze snadno ziskat, ze pro kazdy Lebesgueuv bod x plati

i { o)y = /(o)

DEFINICE 2.4 (Maximélni operdtor). Na funkcich f € L] () definujeme
maximalni operator predpisem

Mf(z)= sup ]Z F)ldy
B(z,r)ch( )

Tento operdtor je omezeny z LP — LP pro p € (1,00) a plati pro néj odhad

K
2.1) s <s [
{Mf>7}

DEFINICE 2.5. Je-li f:Q C R" — R™ a existuje-li totalni diferencial funkce
f v bodé x € (), zna¢ime matici parcidlnich derivaci

cst - (2

Symbol C& () oznacuje prostor hladkych funkei s kompaktnim nosicem
CrQ)={f:Q—R:prokazdé k,l € {1,...,k},51 € {1,...n} je
funkce a% &?, e aj

tak, ze f =0 mimo K}

SO IS >

f spojita na () a existuje kompaktni mnozina K C )

DEFINICE 2.6 (Zobecnéna derivace). Bud © C R"™. Potom fekneme, ze funkce
g € L} (Q) je slabou derivaci funkee f € L .(Q) podle j-té proménné, pokud

loc loc

[ o@otarde = = [ o) @i
Q Q
pro kazdou funkci ¢ € C2°(12). Piseme g = D, f.
Je-li f:Q CR" — R™, potom symbolem D f zna¢ime matici slabych derivaci,
to jest

Df = (D;f;)

Je-li m = n, potom Jakobidnem Jy(x) myslime determinant matice D f(z).

1<i<m,1<j<n

DEFINICE 2.7 (Sobolevoviiv prostor). Sobolevoviv prostor WP(Q, R™) pro
p € [1,00) definujeme

WP(Q,R™) = {f € L’(Q,R") : slaby gradient Df € LP(Q,R™)}
s normou || fllwre = [ fllp = I1£llp + 1D flp-
Tento prostor je uplny a separabilni. Plati pro néj zndma charakterizace

VETA 2.8 (Beppo Levi). Necht Q C R" je oteviend mnoZina a u € L'(Q)
potom jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni

(1) f € Wh(Q),
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(2) ezistuje reprezentant f tak, Ze pro kazdy bdzovy vektor e; a skoro vsechny
x € R" je funkce
t— f(z +te;) absolutné spojitd na {t : x + te; € Q}
a pro funkce pocztane jako klasické parcialni derivace plati
of
ox;

Navic je-li f € WYP(Q) vhodny reprezentant ve smyslu (2), pak pro skoro viechny
x € Q plat?
of
D.f— 2
]f &cj
DEFINICE 2.9 (Aproximativn{ diferencidl). Necht je f : R" — R™ méfitelnd
funkce, pak fekneme, ze f ma v bodé x, aproximativni diferencial As(x¢), pokud
pro kazdé € > 0 je

e LP(Q).

. |B(zo,r) N E,|
lim
A Bl 1)
kde E. :={z € R" : || f(z0) — f(z) — (Ay(z0)) (x — o) || = ello — 2|}
Ma&-li funkce f totalni diferencidl V f, pak ziejmé V f je i aproximativni dife-
rencial f.
LEMMA 2.10. Necht zq je bod hustoty {f = g}, f(xo) = g(x0) a funkce f md

aprozimativni diferencidl v xo, potom @ funkce g ma aprozimativni diferencidl v
o a diferencidly se rovnaji.

=0,

DUKAZ. Oznaéme EY mnozinu E. pifslusejici funkci g a Ef piislusejici f.
Potom mame
E! = (B2n{f=g}) U(BIN{f #g}) C BLU{f #g}.
Z definic jiz snadno spocitame

B B9 B Ef
0< tim B@or)NEE o [Bloo ) N B [Be ) 0 S # g}
r—0y | B(xg,r)] r—0y | B(z,7)| 0y |B(z,7)]

=0.
UJ

. L 1,1 . . P .,
Je znamo, ze je-li f € W, ., potom ma skoro vSude aproximativni diferencial
a tento aproximativni diferencidl spliuje

Ay = D f skoro vsude.

VETA 2.11 (Poincarého nerovnost). Necht @ C R™ je oteviend mnoZina a
funkce u ndlezi do WH(Q), potom pro kazdou kouli B = B(z,r) CC Q plati

/|u —uB|dy<C’T/|Vu )|dy,

kde konstanta C desz pouze na dimenzi.

VETA 2.12 (O vnoieni p < n). Necht B je oteviend koule vIR", funkce u ndlezi
do LY(B) a slabyj gradient Du patii do LP(B), kde p € [1,n), potom u € Ln*i?(B).
a plati odhad

lull 2z < C(llullzrs) + 1Dullem)),

kde konstanta C' zdvisi pouze na dimenzi.
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VETA 2.13 (O vnoieni p > n). Necht B je oteviend koule v R™, funkce u
ndlezi do L*(B) a slaby gradient Du patii do LP(B), kde p € (n,00), potom
existuje konstanta C(n) a funkce & = u skoro vsude takovd, Ze 4 je a = 1 — 2
Holderovskd. To jest

|a(z) —a(y)| < Cllz —y|*.
a plati odhad

a@) -y _

sup |a(x)| + sup < C(lullrsy + 1Dull o(s)) -

z€B z,y€B,x#y |z — yl

VETA 2.14 (Vitali). Necht E je podmnozina R™ a V je systém oteviengch
kouli v R™ takovy, Ze pro kaZdé x € F je

inf{r > 0: ezistuje z € R" tak, e v € B(z,7) € V} = 0.
Potom existuje spocetny podsystém W C V po dvou disjunktnich kouli splriugici
|E\ | B]=0.
BeWw
Nésledujici véta o substituci je prejata z [1].

VETA 2.15. Necht €,y jsou oteviené podmnoZiny R™, u : Qs — [0,00) je
borelovskd funkce a necht f € T/Vl})cl(Ql, ) je homeomorfismus potom

/ wo f()]Jy(x)|dz < / u(y)dy,
) B

pro kazZdou borelovskou mnozinu E C €)s.



KAPITOLA 3

Integrovatelnost K, distorze a (N~ ') Luzinova podminka

V této kapitole ukazeme, ze pokud je f homeomorfismus s konecnou distorzi,
potom za dodatecného kritéria na integrovatelnost K, distorze spliuje zobrazeni
f Luzinovu (N~') podminku. Diikaz je inspirovan [3], kde je dokdzdn pifpad pro
q=n.

Pro dalsi praci budeme potiebovat Vétu o derivaci slozeni lipschitzovské
funkce a zobrazeni ze Sobolevova prostoru. Plati za obecnéjsi predpokladi, nam
vSak postaci takto.

LEMMA 3.1. Necht Q C R" je otevrend mnoZina a p € [1,00). Necht ddle
u: R® — R je lipschitzovskd funkce a f € WIP(Q, R") md konecnou distorzi a
wo f € LP. Potom uo f ndlezi WYP(Q) a pro skoro vSechny x € S plati

D(uo f)(z) = Vu(f(z)) - Df (),

kde dodefinujeme Vu(f(:p)) - Df(x) := 0 pokud Vu(f(x)) neexistuje a zdrovern
[Df(z)| = 0.

DUKAZ. Zménime-li f na mnoziné nulové miry, potom zménime i v o f na
mnoziné nulové miry. Proto podle Véty 2.8 muzeme predpokladat, ze zobra-

zeni fi,..., f, jsou absolutné spojité na skoro vSech tuseckach A rovnobéznych
se soufadnicovymi osami a pro skoro vsechny z € Q plati D;f;(x) = %(w)
J

Ukéazeme, Ze na téchto pifmkach je absolutné spojitd i funkce uw o f. Bud A\ =
{z+te;, kde t splnuji z+te; € Q} takova piimka rovnobéznd s i-tou souradnicovou
osou. Zvolme € > 0 najdéme ¢ > 0 takové, ze pro kazdou volbu t; < 1 <ty <
oo <tp < s, splnujict x + te;, x + se; C Q a
k k

Z |s; —t;] < ¢ plati Z |filx + se;) — filz +te;)| < e,

J=1 J=1
pro kazdé [ € {1,...,n}. Potom

k k
S luo fla+ ses) —uo flatte)| < CS [ fla+ se) — flx+ter)]
j=1 j=1

k
< N |
< C;leg?}fn} |filz + se;) — fix + te;)| < Ce,

kde C' je lipschitzovska konstanta u. Tedy i u o f je na skoro vSech piimkach
rovnobéznymi se souradnnicovymi osami absolutné spojita funkce.
o . s ., , . ouo o
Proto pro skoro vsechny body z v €2 existuji parcialni derivace gxif (x). Z véty
o derivaci slozené funkce plyne

(3.1) Tl =Y @) ).
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kdykoliv existuje totdlni diferencidl Vu(f(z)) a parcidlni derivace 8f L(z). Jsou-li

9% (z) = 0 pro kazdé j € {1,...,n} potom a(;‘of( ) = 0, protoze

ox;
u(f (@ + he) —u(f(@)] _ ollf (@ + hei) — f(2)]
h - h
c0 e i@t he) = f@)] g,
je{l,..,n} h
To nas nas ospravedlinuje k dodefinovani ze znéni véty a i v tomto piripadé vztah
(3.1) plati.
Nyni ukdzeme, ze mnozina, kde neexistuje Vu(f (3:)), existuji parcidlni deri-

0.

vace %(x) a gi—]p(x) # 0 pro néjaké ig, jo je nulové miry v €. Je-li
i ig
n. 0f; . U
P ::{:E eR": a—(x) existuje pro kazdé i,5 € {1,...,n}
T
a existuji ig, jo € {1,...,n} tak, ze Ot ——(z) # O}.
0z,

Potom je P méfitelnd mnozina a pro skoro viechny body z € P je Jy(x) # 0,
nebot f ma konecnou distorzi a D f(x) # 0. Je-li

M := {x € R" : neexistuje Vu(z)},
a M borelovska mnozina spliwjici |M| = |[M| = 0 a M C M, pak z Véty 2.15

o substituci spocitame
| iz [ zin-o

f=r@nnp f=1H(M)
Jelikoz je |J;| > 0 skoro v§ude na P je nutné |f~1(M) N P| = 0. Tedy mnozinu
Q) 1ze rozdélit na mnoziny

Q = {x : pro néjaké i, j neexistuje a—f( )pu (f7H(M)NP)

U{x: existuji 8—3’?( ) a jsou rovny nule} U {z : existuji Vu(f(z)) a %(m)}
J J

Prvni dvé mnoziny jsou nulové miry, proto posledni dvé mnoziny obsahuji skoro
viechny x € Q a tedy ziejmé plati vztah (3.1) skoro vsude v €. Zbyva ukazat,
7ze uo f € WP, Vime, 7e slozenf v o f lezi v L? a u o f je absolutné spojité
funkce na skoro vSech ptimkach rovnobéznymi s osami. Abychom mohli pouzit
Veétu 2.8, zbyva ukazat, ze 8“—;’[( ) € LP(Q). Z odhadu (3.1) pro skoro vSechny
x € () dostavame

e HZ&[J D) < ZC\% )| < CIDs (@)l

kde C je lipschitzovska konstanta u. Je-li funkce na levé strané méritelna, potom
umocnénim nerovnosti na p a zintegrovanim pres €2 ziskame pozadovany odhad.
Vime, ze mnozina, kde neexistuje Vu(f(x)) a ﬁ( ) # 0 je nulové miry v €.
Proto, dodefinujeme-li Vu(z) mimo definiéni obor hbovolnym zpusobem, stéle
bude platit vztah (3.1). Zvolime-li rozsiteni
ou , u(z 4+ (1/5)e;) — u(x)
(x) = lim sup ‘

(3.2)
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budou slozky Vu borelovské funkce, a tedy slozeni 597“], o f méfitelné a tedy i celd
funkce méritelna.

0

POZNAMKA 3.2. Dikaz véty 3.1 ndm vikd, Ze nezdleZi jak si dodefinujeme
totdlni diferencdl Vu mimo definiéni obor. Optimdlni rozsirent je dle vzorecku
(3.2), kdy rozsirime Vu na vsude definovanou borelovskou funkci.

LEMMA 3.3. Necht Q C R" je oteviend mnoZina a f : Q — R™ je prostd
meritelnd funkce, kterd md v xog aproximativni diferencidal A. Potom existuji kon-
stanty T7(n), D(A) a polomér rq > 0 takové, Ze pro kazdé 0 < r < ry ezistuje
y € R" a R < Dr splnugici

‘B(xo, ryn f=t (B(y, 2R)> ‘

Blao, )] =7
’B(xo,r) Nl <R” \ B(y. 33))’ o
| B(o,7)] -

DUKAZ. Existuje konstanta K zavisla pouze na dimenzi n takovd, ze kazd4
koule s polomérem 3r muze byt pokryta K koulemi o poloméru r. Polozme

1
=2 1
Z definice aproximativniho diferencialu nalezneme pro 6 =
takovy, ze pro vSechny 0 < r < ry plati
| B(x,7) N E.| <5
|B(xo,r)|

8]

5 a e =1 polomér rq

B(xzg,r9) C Q2 a

kde
E.={z:|f(z) = f(x0) — A(x — x0)|| = €llz — zol|}.
Definujme pro @ borelovské mnoziny predpisem
o) B0 @)\ B
| B(wo,7)]
borelovskou miru. Jelikoz je f prosta je zfejmé p neatomicka mira a plati
B —|B N E.
B )| = B 0E]
| B(o,7)| 2

(3.3) 1> p(R") =

Bud
p:=inf{r > 0: existuje y € R" takové, ze u(B(y,r)) > a}.

Protoze je mira p neatomicka, nutné plyne p > 0.
Definujme

L := sup || Ah|.

l[Rll<1
Ukéazeme, ze

(3.4) f (B (f (o), (L + 1)7")) obsahuje B(z,7) \ E-.

Je-li totiz x ¢ E., trojihelnikovou nerovnosti dostaneme

[11f(z) = fzo)| = 1Az — o)l < [If () = f(z0) = Alw — wo)l| < el — wo].
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Pokud navic € B(xg,r), obdrzime
1f () = f@o)|| < |A(z = @o)|| + €llz — wol| < (L + 1)r.
Jelikoz ze vztahu (3.4) a (3.3) plati
p(B(f(ao). (L+ 1)) = p(RY) 21-5 >0,

plyne nutné z definice p

p < (L+1)r
Z definice infima nalezneme bod y a polomér R > 0 takovy, ze
(3.5) u(B(y,2R)) > o a R < p < 2R.
Potom mame
(3.6) R<p<(L+1)r

Mégjme sbirku kouli By, . .., Bk s polomérem R, jez pokryvaji B(y, 3R). Jelikoz
je R < p, mame
wB;)) <aproi=1,...,K,

a proto nutné
K

u(B(y,3R)) <> u(Bi) < Ka.

i=1
Coz ovsem diky odhadu (3.3) znamena, ze

(37)  u(R"\ B(y,3R)) = u(R") = u(B(y,3R)) = 1 — Ka—d = 3.

jelikoz p(R™) > 1 -6 a1 — Ka = a. K dokonc¢eni diukazu uz jen staci polozit
T = 5 a zkontrolovat, Ze nds bod y a polomér R vyhovuji tvrzeni diky odhadum
(3.6), (3.5) a (3.7).

O

DUKAZ VETY 1.5. Pro u hladké funkce a méfitelné mnoziny E C ) ziskdme
podobné jako v klicovém odhadu (1.3) nerovnost

1
(3.8) /\D(UOf)\dx < IVulla@m [ Kl 5 -
L7-1(E)
E

Nejdiive ukdzeme, ze |J;| > 0 skoro vSude. Oznacme si
Z ={reQ: Jiz) =0}

. Bud z( bod, kde existuje aproximativni diferencidl f.
Uzitim Lemmatu 3.3 nalezneme polomér rg > 0 a D € R tak, ze pro kazdé
0 < r < ry existuje polomér 0 < R < Dr spliujici

’B(xo,r) N ft (B(y,QR))’ .
| B(@o, )] -

’B(:po,r) Nl <R” \ B(y. 3R))’ o
| B(o,7)] -
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Bud funkce u € C*(R") s vlastnostmi

sptu C B(y,3R),u =1 na B(y,2R) a /|Du|”dy <C,
Rn
kde C' zavisi pouze na dimenzi n (nikoliv na R). Polozme
v=1wuo f.

Potom z Lemmatu 3.1 funkce v patif do W' (B(zo, R)) a ziskdvame

[Bao,r) N {v =1} _ |Blao,r) 0 [ (Bw.2R)| _
(39) |B(ZL‘0,T’)| Z |B(ZL‘0,T)| Z

[Blao,r) 0 {v=0}] _ |Bleo.r)\ /' (Bw.3R)| _ _
| B(xq,7)| - | B(zo,7)] B

Je-li ¢ < %, potom
1
/\U—c\d:cz / (v—c)dxzi\Bﬂ{'Ule,
B Bn{v>1}
naopak je-li ¢ > %, potom
1
/|v—c|dx2 / (c—v)de§|Bﬂ{v§O}|.
B Bn{v<0}

Celkové mame

1
(3.10) 5 min{|BN{v <0}[,|[BN{v>1}} < inﬂg/ |v — c|dx.
ce
B

Uzitim odhadu (3.9), (3.10) a Poincarého nerovnosti mame

1 < C(n)|B(zo,7)| ™ inﬂg / v — cldr < C(n)r'™" / | Dvl|dz
ce
B(zo,r) B(zo,r)
=C(n)r'™ / |D(uo f)|dx.

B(zo,r)

16

Jelikoz f mé konec¢nou distorzi, je nutné Df = 0 skoro vsude na Z, a proto i
D(uo f) = ((Vu)o f)(x)- Df(x) = 0 skoro vSude na Z. Proto mizeme mnozinu

Z pii integrovani funkce D(u o f) zanedbat.
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Uzitim odhadu (3.8), Hélderovy nerovnosti a vlastnosti R < Dr ziskdvame

1< Cm)rt ™ / |D(uo f)|dx

B(zo,r)\Z

1-n
< C(n)r HVUHLQ( T (B(ﬂcoﬂ“)\Z)

1
q

< COr IVl (5 g B3R (0 / (Kofa))77) "

n_ 1
<CoDe(f (K@) xmz) T
B(zo,r)
1
Je-li 2y Lebesguetv bod funkce g := K{ ' xa\z, potom limitnim pfechodem
r — 0, ziskdme

1
1 < C(Ky(w0)) ™ xanz(20).
Tedy x¢ ¢ Z. To znamend, ze mnozina Z neobsahuje zadny bod, ktery je Lebes-
gueovym bodem funkce g a kde existuje aproximativni diferencial f. Proto skoro
vSechny body lezi mimo Z, a proto musi byt Z mnozina miry nula. Pravé jsme
dokazali, ze |J¢| > 0 skoro vSude.

Nyni dokonéime dukaz. Pro danou mnozinu E C Q splaujici |[f(E)| = 0
nalezneme borelovsky méfitelnou mnozinu A C R™ miry nula, kterd obsahuje
mnozinu f(E). Potom je E obsazena v méfitelné mnozine E = f~'(A). Uzitim
Veéty 2.15 o substituci ziskavame

J1s@las = [xatr@)s@ide < [ xatwds=o

E Q R

Jelikoz je |.J;| > 0 skoro vSude, nutné ziskavame, ze |E| = 0.



KAPITOLA 4
Selhani Luzinovy (N~') podminky

V této kapitole ukdzeme, ze vysledek dosazeny ve Vété 1.5 je optimalni. Zkon-
struujeme homeomorfismy, které tésné nebudou splinovat dostate¢nou podminku
integrovatelnosti K,, a nebudou spliiovat (N~') podminku. Ke konstrukei pii-
kladu, kdy selze (N~!) Luzinova podminka, budeme muset nejdifve vybudovat
specialni mnozinu typu Cantorova diskontinua. Nase funkce bude potom zob-
razovat diskontinuum kladné miry na diskontinuum nulové miry. Konstrukce je
inspirovéna [2].

Ptipomenme znaceni, je-li € R™, pak ||z| znaci eukleidovskou normu a |z|
znaCi maximovou normu. Pro naSe potieby si pro y € R™ a r > 0 definujme
predpisem

Q(wo,7) = {x : [r — x| <7}

n-dimenzionalni krychli se stfedem zy a stranami o délce 2r rovnobéznymi s
osami.

KONSTRUKCE 4.1 (Cantorovo diskontinuum). Méjme ay, posloupnost kladngch
c¢isel takovych, Ze ag =1 a 0 < agy1 < ag. Vyjdeme z krychle Qo = Q(0, %) Bud’
V' mnoZina vrcholii krychle Q. Potom mnozinu VF =V x---xV budeme pouzivat
k indexovani v nasi konstrukcs.

V' pronim kroku krychli Qo rozdélime na 2™ krychli

P, = Q(zy,0a0/4), kde z, = 20 + Rv av eV

a polozime Q, = Q(2y,a1/4).
V k-tém kroku mdme na pocdtku 2%~V krychli Q,, kde w € V*~1. Kazdou
krychli Q,, rozdéelime na 2" krychli

Py = Q2w ak—1/2"""), kde 2y = 2 + v av €V

2k
a polozime Q.o = Q(2u, ar/281).

L)L
L)L
L)L

IO ]

I

L)L

Obr. 1. Krychle Q, a P, prov € V! av € V2.

Nase hledané diskontinuum potom bude

p=NU e

k=0oveVk
18
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Jeho miru muzeme snadno spocitat

. ~ IR T nk Ak _ /o. n
@y D= U @ = fim | U @ = Jim 2 (5)" = (Jim e0)"
k=0veVk veVk
Nasledujici lemma lze snadno ovérit elementarnim vypoctem, proto dikaz
vynechame.

LEMMA 4.2. Bud p : (0,00) — (0,00) ostfe monoténni diferencovatelnd

funkce. Potom pro zobrazeni
x

f(2) = = p(lef),x # 0

|

plati skoro vsude

Df) % ) max{ 25 ) } o

A1) (o))"

‘x|n71

Jy(z) = c(n)
Nyni muzeme ptejit k samotné konstrukci zobrazeni.

DUKAZ VETY 1.6. Nejdifve zkonstruujeme zobrazeni mezi libovolnymi dve-
ma Cantorovymi diskontinui D, D pifslusejicich posloupnostem ag, by, takovych,
ze vyhovuji podminkam konstrukce Cantorova diskontinua a
(4.2) l}l_)n;o a, >0 a l}l_)n;o b, = 0.

Poté nalezneme hodnoty ay, by tak, aby zobrazeni splihovalo tvrzeni.

Bud Q,, P,, krychle a z, body piislusejici konstrukei diskontinua D a Qv, I5v,
krychle a Z, prislusejici D.

Nase zobrazeni f bude definovano jako limita bilipschitzovskych homeomor-
fismi fy, : Qo — Qo, kde fi zobrazi Q, na Q, pro kazdé v € V*. Potom f zobrazi
prvnf diskontinuum D na druhé diskontinuum D.

P, £
Qo

Qo

i

Obr. 2. Zobrazeni P, \ ), na P, \ Q, prov e V¥
Zapocnéme konstrukei. Definujme fo(x) = x. Zobrazeni f; zvolime tak, aby

stejnolehle zobrazilo krychli @, na krychli Q, a mezikrychl{ P,\ @, na mezikrychli
P, \ Q. pro kazdé v € V. Obecné v k-tém kroku vyjdeme ze zobrazeni fy_; a
zménime jeho hodnoty na P, pro kazdé v € V* tak, aby stejnolehle zobrazovalo
krychli Q, na krychli Q, a P, \ Q, na P, \ Q, pro kazdé v € V*.

Tedy nase zobrazeni fj, pro k > 1 muzeme vyjadrit vzoreckem

Jra(7) jelliw ¢ Upeyr B,
filx) =< fem1(20) + Z—’;(Z — 2y) je-li x € Qy,
fro1(20) + Ap(z — 2,) + By&2) jeliz € P, \ Q.

ol
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kde

be—1 — b
(43) Ak = M a Bk = 2ik71(bk - Aak)

Ag—1 — Qg
Polozme

f(z) = lim f(x).

k—oo

Ukéazeme, ze posloupnost fi je cauchyovskd v C'(Qo, R™) a tedy f je spojita
funkce. Je-li [ > k, potom plati rovnost

k
filz) = fulw) prokazdé z € | J | P\ Qv =Q0\ |J Qu-

J=0vevi veVk

Proto muzeme odhadovat

k—o00
(4.4) |lfx—fille@o = max sup |fi(2)—fi(x)| < max sup |z—y| < 27" "=70.

J?E v vev yZEQv

Déle zjistime, Ze zobrazen f je prosté a zobrazuje D na D. Ziejmé f zobrazuje
P, \ Q, prosté na P, \ Q. (, jelikoz se tam chova jako fz). Je-li x € D potom
existuje posloupnost vrcholu (v;)32,, v; € V, takova, ze x € Q(vl vp) Pro kazdé
k € N. Potom

-----

—1 (IQ QN(UL. Y, O Q(vl, WU = ]QQ(UI,,,,,U,C) cD

Jelikoz je Qu,.....,,) Posloupnost do sebe zanofenych mnozin s klesajicim diamet-
rem je z Cantorova principu (), Q (v1,...,0) Jednobodova podmnozina diskontinua
D. Proto je f prosté zobrazeni a zobrazuje jedno diskontinuum na druhé. Jelikoz
je f prosté spojité zobrazeni na kompaktni mnoziné @), je to homeomorfismus.

Dle Lemmatu 4.2 vime, jak se chova derivace fi (a tedy i f) na P, \ @, pro
v € V*. Na Q, derivaci snadno spocitame z definice f;,. Tedy

Vie=Vfi pro skoro vsechny = & ey x P,
(4.5) V=% je-li @ € Qu,
V [ = max{Ay, A, + } pro skoro véechny x € P, \ Q,.

Iml

Nyni ukdzeme, 7Ze fi je cauchyovskd posloupnost ve W11(Qg). Zvolme & > 0.
Bud % < [, potom

(4.6) e = fillwrio) < 1k = fill oo |Qol + [V fir = V fill L1(qo)-

Diky odhadu (4.4) je posloupnost fi — f; cauchyovska ve C((Q)y), proto nalezneme
k1 takové, ze

=

(4.7) [ fx = fill L= (@o) < |Q0o
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K odhadu druhé ¢dsti vyuzijeme, ze V fi = V fi na Qo \ U,epr Qo, tedy
(4.8)
IVfe = Vil < IV felleru,on @) + IV IlliU, e @)

l
- / VA IV AU, on + S IV AU, piay

U a =kt 1
<l QU + U QU}— + Z Y IVl eae
veEVE veV! i=k+1veV?
. !
< = + l + Z Z IV fill . (p\@u)-

i=k+1veVi

Jelikoz ze vztahu (4.2) vyraz by, /ax konverguje pro k jdouci k nekoneénu do nuly,
najdeme ky > ky takové, ze
b

(4.9) < Z pro kazdé j > ko.

aj

Za pouziti vzorecku (4.5) a (4.3) si odhadnéme chovéni V f; na P,\ @, prov € V*.
Je-li totiz x € P, \ Q,, potom plati |z — z,| > 27" ta; a tedy

B; B;
Vfi(x) = Vfi(r) ~ max{A4;, A; + P <A+ |Bi
| _ZU| |x_ZU|
27y, — A,27 g b;
§A2+| |<2A +—
2 i— la a;

skoro vsude. Budeme jesté potiebovat odhadnout miru mnoziny |J, o Py \ Qv
(4.10)

U mal=2((%5)"~(5)") = @a-a) (Z a0l < nlai1-a),

veV?

kde jsme vyuzili, ze a; < 1. Nyni pristoupime k odhadu

(4. 11)
S Y il < Y 3 IRAQIC(24,+ ~)
i=k+1 eV = k+1v€\/l
l
S Z C(Clz‘_l —al)nQH + Z C’(ai_l —CLZ‘)TL
i=k+1 L ¢ i=k+1

= C(Qn(bk —by) +nlar — Clz)),

kde C je konstanta omezujici posloupnost by /a. Protoze ay 1 by, jsou konvergentni
posloupnosti, muzeme najit ky > ko takové, ze pro kazdé k > [ > ky

1 1
16Cn SC

Kombinaci nerovnosti (4.6) az (4.12) jsme pro kazdé € > 0 nalezli k¢ spliujici
pro kazdé k > [ > kg je

(412) |bk —bl| <

ealay—a| <—

fe = fillwirge) <¢
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Slaby gradient D f je skoro vsude 0 na D, nebot z vlastnosti konvergence v
LP prostorech existuje vybrana podposloupnost fi, tak, ze V f, () =D f(x)
skoro vsude a pritom plati |V fp(z)| = Z—Z — 0 pro kazdé x € D.

Pro odhad g¢-distorze K, budeme potfebovat odhadnout chovani J;. Jelikoz
je Dy(x) = 0 pro skoro vSechny z € D, jei J; =0 a K, = 0 skoro vsude na C. Z
Lemmatu 4.2 plati pro skoro véechny z € P, \ Q,, kde v € V¥,

B n—1

|z — 2|
Je-li x € P, \ Q,, potom 275 1a, < |1 — 2,| < 27%1q;_ ;. Platf tedy

B 2-k=1p 27k14,a
A+ —2F 4y ko Kk

| — 2| |z — 2| | — 2|
k-1 —k—1
Q—k—lak_l Q—k—lak ap—1
Celkové mame
b n—1
Jp > C’Ak( ) > 0 pro skoro vsechny x € U P\ Q,.
Fk-1 veVk
Prave jsme dokézali ze f ma konecnou distorzi.
Zvolime-li a;, = = —|— e aby = kiﬂ, potom z rovnice (4.3) dostavame
b
Ay~ k" a * k=5,
g

a proto pro skoro vsechny = € |J,cx P \ Qo plati

b
IDf(2)] < 245 + = =~ k7,
ag

Konecné dostavame pro skoro véechny = € [J v Py \ Qo

D7 _ (2A+b—k)qN fata—5)

413)  |K,(z)| = SIS = kol D=hla—m),
( ) ‘ q(x>| Jf = A(b_k)n_l koa—BL—(n—1)p
Ak —1
Maéame-li ¢ > n, potom provolbua =1a § = L Je vyraz a(q—1)—0F(¢g—n) =

0. Tudiz vyraz napravo je omezeny, a proto K, E LC’O
Zbyva ukéazat druhou ¢ést tvrzeni pro g § n. Zvolme § > 0. Oznatme a =

L_ 4 zvolme

—110

Pocitejme diky odhadu (4.10) a (4.13)

/K ’ Z Z / K; S Ci(ak_l — a,k)kaa(q—l)-i‘aﬁ(n—q)

1 k =1
k=1 veV P, \Qv k

o0

Z —2a(q—1) +a5/2)

k=1
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Jelikoz je
q—14+9/2
qg—149

fada i integrdl konverguji a mame tedy K, € L,

—24a(g—1+9/2) = -2+

)

23



KAPITOLA 5

Spojitost operatoru slozeni s funkci s konec¢nou distorzi

V této kapitole vyuzijeme predeslych poznatku a dokazeme Vétu 1.3. K dikazu
budeme pottebovat pokrocilejsi aproximaci funkce ze Sobolevova prostoru lipschi-
tzovskymi funkcemi. Posup je inspirovan praci [1].

LEMMA 5.1. Bud B C R"™ oteviend koule a necht w € W14(3B), 1 < ¢ < cc.
Potom pro Lebesgueovy body x,y € B funkce u plati

[u(z) — u(y)| < C(n)|z — y|(M|Du|(x) + M|Dul(y)),
kde Mh(z) je Hardy-Littlewoodiv maximdlni operdtor funkce h : 3B — R.

DUKAZ. Vyuzijeme Poincarého nerovnosti (Véta 2.11). Pro ¢ > 0 si ozna¢me
B; = B(z,27 "z —y|) aup, = ‘?1,' fB, u. Potom

u(a) — g, = lim g, — g, | = Zum uB|<Z][ o — ug,|

= OBz+1

i=0 B, =0 ’ B;

<c¢(n)|x — y|M Du(z).
Analogicky odvodime
[u(y) = wnyjaap| < c(mle — yMDu(y)
Oznatme D = B(y, |z —y|) N By. Potom

[UB (@, Jo—y) —UB(y,Ja—y) | < |UB, — D] + [UB(y,ja—y)) — UD|

][\uBo—u \dz+][|u3<y|m b — u(2)]dz

\B
< |DO| lup, — u(z)|dz + [UB,le—yl) — u(z )\dz>

B(y,lz—yl)
C(”)|~’U — y|(M|Dul(z) + M(|Dul(y)).
Pozadovany odhad ziskame z trojihelnikové nerovnosti a dil¢ich odhadu:
|u(z) = u(y)] <|u() = up p—yp| + U@ fe—s) = UBEIe—u)| + (V) = Ung e—y)]
C(n)|z — y[(M|Dul(x) + M(|Dul(y)).
[
LEMMA 5.2. Bud funkce h € L), kde 1 < q < oo, potom

Jim A{Mh > A}| =0,

24
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DUKAZ. Z nerovnosti (2.1) ziskdvdme, ze
: . C
lim [{Mh > A} < lim [ f[|, @) = 0.
A—00 A—oo A
Pro ¢ = 1 ndm nerovnost (2.1) pfimo davé

N{Mh > N} < / B,

{Mh>\}

kde prava strana jde k 0 z absolutni spojitosti normy, protoze |[{ Mh > A}| g}
Pro vime, ze ¢ € (1,00) je maximéalni operator omezeny z L9 do L9 (tedy

Jo IM f|9 < 00). Vyuzijeme Cebysevovu nerovnost, kterd tvrdi

(1Bl > A} < % / ]2, pro kazdou h € LI(S).
{In[>A}
Tedy
CTEDVIES Il
{Mf>X}
Analogicky jako vyse prava strana opét prava strana konverguje k 0.

0

LEMMA 5.3. Bud funkce u € W14 (B(xo, 37“)), kde 1 < q < 0o, potom ezistuje
posloupnost funkci uy s lipschitzovskou konstantou C'k a méritelnych mnozin Fj,
takovych ze Fy, C {u = uy}, F, C Friq

klim |B(xg,7) \ Fr| =0 a uy 22w ve WH(B).

Je-li navic ¢ > n, potom uy konverguji k u stejnomérné, kde u je spojity repre-
zentant u.

DUKAZ. Oznacéme si B = B(zg,r) a pro k > 0 polozme
F,={z € B: M(|Vu]) < k}Nn{z: z je Lebesguetuv bod funkce u}.

k—o0

Potom ziejmeé |B\ Fi| — 0.

Z Lemmatu 5.1 vidime, ze zobrazeni u je na F}, lipschitzovské. Podle McSha-
neovy veéty 2.2 lze jej rozsitit na R™ s lipschitzovskou konstantou Ck, kde C' > 1
zavisi pouze na dimenzi. Toto rozsiteni si oznacme uy.

Protoze jsou funkce wu; lipschitzovské, existuje ve skoro vSech bodech totalni
diferencial a muzeme jej odhadnout |Vuy| < Ck. Navic pro toto rozsiteni plati
Vuy, = Du skoro vsude na Fj. Totiz, je-li x bod hustoty v F}, kde existuje apro-
ximativni diferencial u a rovna se hodnoteé slabé derivace, potom podle Lemmatu
2.10 je Vug(z) = Du(z).

Nejdiive si vsimnéme, ze funkce Vuy, konverguji k Du ve L(B):

/|Vuk—Du|q: / |Vup — Du|? < / |Vug|? + / | Du|?

B B\Fy B\F}, B\F},

)

< |B\ F|Ck + / \Dul? "= 0.

B\F}
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kde jsme vyuzili odhadu k?|{M(|Du|) > k}| "22° 0 z Lemmatu 5.2 a znalosti

k—o00

Zbyvéa ukézat, ze uy konverguji k u v LI(B). Jelikoz |B \ Fj| klesd k nule,
existuje kg a bod y takové, ze pro vSechny k > kg je y € Fj.. Potom plati

Jlue=udt= [ w—adr< [l [l

B B\F}, B\F}, B\Fy
< [ ()l + o)~ ustl) + [ 1l
B\Fy, B\F},
< B\ Fil(u(y)]? + Ckort) + / a1 "5 0,
B\F},
k—oo

Pti odhadu jsme opét vyuzili vzorce k?{M(|Du|) > k}| "— 0.
Pokud je navic ¢ > n, pak z Véty o vnoteni 2.13 existuje o Holderovska funkce
@, pro néjaké a € (0, 1), kterd se rovnd u skoro vsude. Navic plati odhad

sup lup(2) — wi(z)| < Cllur — wllwrasy,
S

tedy wy je cauchyovskd posloupnost v C(B) a existuje spojitda funkce v tak, ze
up, = v. Jelikoz funkce wu; konverguji k u ve skoro vSech bodech x € B, funkce
% a v se rovnaji skoro vsude. A protoze @, v jsou spojité funkce, nutné plati
u(z) = v(x) pro kazdé z € B.

O

DUKAZ VETY 1.3. Mé&jme u z W,2P(€) libovolnou funkei a bod zy € €.
Nalezneme kouli B a r > 0 takovou, ze 3B CC (), a f(B(ZL‘O,T)) C B. Chceme
ukdzat, ze uo f € Wh(B(zo,7)) a |[D(uo f)| in LP(B(x,7)).

Z Lemmatu 5.3 existuje posloupnost u; funkei s lipschitzovskou konstantou
ck a posloupnost métitelnych mnozin £y C B takovych, ze

U = U Na Fk,Fk C Fk+1 a khm |Fk‘ = |B‘
—00

Polozme g; = u; o f pro j € N. Protoze u; jsou lipschitzovské funkce, dostdvame
z Lemmatu 3.1, ze g; € WP (B(xzo,1)).

Chceme ukazat, ze Vg, je cauchyovska posloupnost v L? (B(xo, r), R”). Vyuzi-
tim Lemmatu 3.1 o derivaci slozené funkce, Poznamky 3.2, Holderovy nerovnosti
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a Véty 2.15 o substituci ziskavame pro v lipschitzovskou funkci nésledujici vztah

(5.1)

| (o))’

dx = / ’VU(f(x))’p}Df(x)}pdx

B(zo,r) B(zo,r)
/’VU(f(x))p x)}g(Kq(x))gdx
B(zo,r)
g(/ Vo (f@)|p(@)ldz ) (/ (Ky(w) s ) ©
B(zo,r) B(zo,r)
([ @ewya) ([ @)
f(B(zo,r)) B(zo,r)
<Vl La(sB@omy qu_p(B(zOT))
<o, ||K||j (o)

Aplikujeme-li tento odhad na funkei v = u; —uy, snadno ziskame, Ze posloupnost
V(uj o f) = Dg; je cauchyovskd v LP(B(zo,7),R"). Proto existuje zobrazenf
geLr (B(:EO,T),]R") takové, ze Dg; g v Lp(B(:EO,T),]R").

Je-li ¢ < n, potom diky Vété 1.5 spliiuje zobrazeni f Lusinovu (N~!) pod-
minku, tedy f~! zobrazuje mnoziny nulové miry na mnoziny nulové rnl’ry Jelikoz
|B\ Fj| konverguje k 0, ziskdvdme, ze mnoziny A; := B(xo,r) N f~1(F;) spliuji

Jlim |A;] = lim |B(zo, r) 0 fTHE)| = | Blao,r U
= [B(xo,) N f (| F))| = |Blao,r) 0 f((\(B\ F}))| = |B(xo, 7)]
Jj=1 j=1

Proto existuje jo takové, ze |Aj| > 3|B(zo,7)|. Z definice funkce g; vidime, Ze
gj(x) = wo f(z) pro vSechny body = z Aj,, a proto g;(z) — ¢;(z) = 0 na A, pro
kazdé i,j > jo. Oznacme si h = g; — g;. S vyuzitim znalosti h4, = 0, Poincarého
nerovnosti (Véta 2.11) a [Aj| > 3| B(wo, )| dostdvame
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[ la-al= [ = [ @b, o

B(zo,r) B(zo,r) B(zo,r)
< [ 1h@) ~ hagaylde + (B, ~ oo
B(zo,r)
< Cln)r / Vh| + c(n ][\h — hpym|dz
B(zo,r)
B
<Clopr [ [VhI+ew Bl ][ e |de
B(zo,r) B(xor
< Cln,7) /]\Vh|§Cer) /1|V%~—V%L
B(zo,r) B(zo,r)

Jelikoz je {Vg;} cauchyovskd posloupnost v L* (B(xo,r),R”), je nutné po-
sloupnost {g;} cauchyovskd v L' (B(:co, 7")) A protoze g; konverguje k uo f v bo-
dech | J;2, A4;, tedy skoro vsude, méme g; — uwo f v L (B(xo,r)).

Pokud je ¢ > n, pak z Lemmatu 5.3 mame u; = u. Z odhadu

sup !%( () = u(f(@))| < sup fu;(y) = uly)],
z€B(zo,T) yeB
obdrzime okamzité u;j o f = wo f, z ¢ehoz ndm pfirozené plyne g; — wo f
v L' (B(zo,7)).

7 definice slabé derivace mame vztah

| Vowew =~ [ g@vew
B(zo,r) B(zo,r)

pro kazdou testovaci funkci ¢ € C°(B(zo,7)). Jelikoz Vg; — g v LP (B(:co, ), R”)
agi—uo fv I (B(xo, 7“)), dostdvame limitnim prechodem vztah

[ @)= [ e @vols)
B(zo,r) B(zo,r)

Coz ovSem znamena, ze g € LP (B (xo, 1), R”) je slabym gradientem funkce u o f
na B(zg,r). Z Véty 2.12 o vnofeni dostdvame, Zze uo f € LP(B(xo,r)), tedy
uo f e WEP().

Zbyvéa ukazat, ze Ty je spojity. Ze vztahu (5.1) pro kazdou kouli B(zo, )
takovou, ze existuje koule B spliujici f(B(xo, 7")) C B a 3B C €, plati

/ ID(ug o F)Pdz < 1Nkl syl Kol

LT (B(wo,r))
B(zo,r)

Jelikoz Vuy konverguji v L? k Du a D(ug o f) konverguji v LP k D(u o f),
dostavame limitnim piechodem, ze

f(B(zo,r)) )H HLq P (B(xzo, T)).

(5.2) / |D(uo f)[Pdz < ||Dull},

B(zo,r)
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Z Vitaliho pokryvaci Véty 2.14 nalezne spocetny systém W = {B; i € N}
po dvou disjunktnich otevienych kouli takovych, ze pro kazdé ¢ € N existuje bod
x; a polomér r; splaujici f(B;) C B(w;, 1), B(x,3r;) C s a

ieN

Potom za pouziti odhadu (5.2) a Hélderovy nerovnosti muzeme odhadovat

/|D wo f)|Pdx = Z/ |D(uo f)|Pdx < Z | Dull7, BH)WQ”Eﬁ(Bq

_ZK / )qdyﬁ(/(Kq(x))q%p)%]
=S y
LEZN(!) (Vo(y dy] LGZNB/ ]q
§</(W(y))qd9)g(/(&@»ﬁ)%

Umocnénim nerovnosti na 1/p, ziskdme pozadovany odhad (1.1). O
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