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Vedoućı práce: RNDr. Stanislav Hencl, Ph.D.
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Abstrakt: V předložené práci studujeme, kdy pro funkci u ze Sobolevova prostoru
a homeomorfismus f lež́ı složené zobrazeńı u ◦ f v nějakém vhodném Sobole-
vově prostoru a to v závislosti na vlastnostech zobrazeńı f . Ukážeme, že má-li
f konečnou distorzi, potom za dostatečné integrability q-distorze Kq = |Df |q/Jf

operátor složeńı Tf (u) = f ◦u zobrazuje funkce z prostoru W 1,q
loc do prostoru W 1,p

loc .
Pro d̊ukaz tohoto tvrzeńı budeme muset nejdř́ıve zjistit, kdy inverzńı zobrazeńı
f−1 zobrazuje množiny nulové mı́ry na množiny nulové mı́ry (tj. splňuje Luzinovu
(N−1) podmı́nku). Dokážeme, že je-li 1 ≤ q ≤ n a q-distorze Kq je dostatečně
integrovatelná, potom tuto podmı́nku splňuje. Poté ukážeme, že tento výsledek
je optimálńı a to tak, že zkonstruujeme homeomorfismy f , které těsně nebudou
splňovat předpoklad dostatečné integrability Kq a přitom selže Luzinova (N−1)
podmı́nka.
Kĺıčová slova: Homeomorfismus s konečnou distorźı, (N−1) Luzinova podmı́nka,
Operátor složeńı, Sobolevovy prostory
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KAPITOLA 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat problémem diferencovatelnosti složeného zob-
razeńı. Budeme zkoumat, kdy je složené zobrazeńı u ◦ f slabě diferencovatelné
(respektive lež́ı ve vhodném Sobolevově prostoru) v závislosti na vlastnostech
zobrazeńı f . Sobolevovým prostorem W 1,p budeme značit množinu funkćı z Lp,
jej́ıž zobecněná derivace lež́ı také v Lp (přesná definice je uvedena v následuj́ıćı
kapitole).

Definice 1.1. Bud’ Ω1, Ω2 otevřené podmnožiny R
n a f zobrazeńı z Ω1 → Ω2.

Řekneme, že operátor Tf definovaný

(Tfu)(x) := u
(

f(x)
)

pro x ∈ Ω1,

je spojitý z W 1,q
loc (Ω2) (respektive W 1,q

loc (Ω2) ∩ C(Ω2)) do W 1,p
loc (Ω1), pokud pro

každou funkci u ∈ W 1,q
loc (Ω2) (resp. W 1,q

loc (Ω2) ∩ C(Ω2)) plat́ı Tfu ∈ W 1,p
loc (Ω1) a

existuje konstanta K tak, že plat́ı

(1.1) ‖DTfu‖Lp(Ω1) ≤ K‖Du‖Lq(Ω2),

pro každou funkci u ∈ W 1,q
loc (Ω2) (resp. W 1,q

loc (Ω2) ∩ C(Ω2)).

Naš́ım ćılem bude charakterizovat všechny homeomorfismy f , pro které je
operátor Tf spojitý. K tomu si zavedeme následuj́ıćı tř́ıdu zobrazeńı.

Definice 1.2. Bud’ Ω ⊂ R
n otevřená množina. O funkci f ∈ W 1,1

loc (Ω, Rn)
řekneme, že má konečnou distorzi, pokud Jf ∈ L1

loc(Ω) a pro skoro všechny body
x ∈ Ω splňuj́ıćı Jf (x) = 0 plat́ı

|Df(x)| = 0.

Pro q ∈ [1,∞) a f funkci s konečnou distorźı definujeme funkci Kq předpisem:

Kq(x) =

{

|Df(x)|q

|Jf (x)|
je-li Jf(x) 6= 0,

0 jinak.

Zd̊urazněme, že po zobrazeńı f nepožadujeme podmı́nku Jf > 0 skoro všude.

Následuj́ıćı věta nám tvrd́ı, že homeomorfismy s konečnou distorźı zobrazuj́ı
W 1,p do W 1,q spojitě, pokud je q-distorze vhodně integrovatelná.

Věta 1.3. Necht’ Ω1, Ω2 jsou otevřené podmnožiny R
n, 1 ≤ p ≤ q < ∞,

funkce u ∈ W 1,q(Ω2) a necht’ f ∈ W 1,1
loc (Ω1, Ω2) je homeomorfismus s konečnou

distorźı splňuj́ıćı podmı́nku

(1.2) Kq(x) ∈ L
p

q−p (Ω1).

Potom, je-li 1 ≤ q ≤ n, je operátor Tf spojitý z W 1,q
loc (Ω2) do W 1,p

loc (Ω1), nebo je-li

n < q < ∞, pak je spojitý z W 1,q
loc (Ω2) ∩ C(Ω2) do W 1,p

loc (Ω1).
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1. ÚVOD 6

Poznamenejme, že podobné tvrzeńı lze nalézt v článku Ukhlova [6], ale d̊ukaz
tohoto tvrzeńı v tomto článku se dá v lepš́ım př́ıpadě označit za silně neúplný.
Jedńım z našich ćıl̊u je podat detailńı a korektńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Pozname-
nejme, že podmı́nka integrovatelnosti q-distorze neńı pouze postačuj́ıćı podmı́n-
kou, ale dokonce i podmı́nkou nutnou. Tedy každý homeomorfismus, který zobra-
zuje W 1,p do W 1,q spojitě, je již nutně zobrazeńı s konečnou distorźı a ta splňuje
(1.2) (viz [6]).

Nejprve zopakujeme velmi stručný d̊ukaz Věty 1.3 z [6] a vysvětĺıme, v čem
jsou problémy. Mějme nejdř́ıve u hladkou, pak

(1.3)

∫

Ω1

∣

∣

∣
D

(

u
(

f(x)
)

)
∣

∣

∣

p

dx =

∫

Ω1

∣

∣

∣
∇u

(

f(x)
)

∣

∣

∣

p∣
∣Df(x)

∣

∣

p
dx

≤

∫

Ω1

∣

∣

∣
∇u

(

f(x)
)

∣

∣

∣

p∣
∣Jf (x)

∣

∣

p
q
(

Kq(x)
)

p
q dx

≤
(

∫

Ω1

∣

∣∇u
(

f(x)
)
∣

∣

q
|Jf(x)|dx

)
p
q
(

∫

Ω1

(

Kq(x)
)

p
q

q
q−p

)
q−p

q

≤
(

∫

Ω2

(

∇u(y)
)q

dy
)

p
q
(

∫

Ω1

(

Kq(x)
)

p
q−p

)
q−p

q

=‖∇u‖p
Lq(Ω2)‖Kq‖

p
q

L
p

q−p (Ω1)
.

Zbytek je podle autora [6] jasný a d̊ukaz t́ım konč́ı. Je jasné, že takovýto odhad
muśı být kĺıčem pro d̊ukaz celého tvrzeńı, ale d̊ukaz to bohužel neńı. Pokud f−1

nezobrazuje množiny nulové mı́ry na množiny nulové mı́ry, tak mohou nastat
vážné problémy.

Definice 1.4. Řekneme, že zobrazeńı f : R
n → R

n splňuje Luzinovu (N−1)
podmı́nku, pokud pro každou množinu E ⊂ R

n takovou, že |E| = 0, plat́ı
|f−1(E)| = 0.

Pokud naše f nesplňuje (N−1) podmı́nku (a jak dále uvid́ıme, to se může
stát), tak složené zobrazeńı u ◦ f nemuśı být ani měřitelné. Existuje-li A ⊂ Ω1,
že |A| > 0 a |f(A)| = 0, tak můžeme u na f(A) nadefinovat jakkoliv (bude
se jednat o reprezentanta stejné funkce u) a složené zobrazeńı se na množině
kladné mı́ry A může chovat divoce. Naopak pokud f splňuje (N−1) podmı́nku,
tak z platnosti tvrzeńı pro jednoho reprezentanta u už snadno plyne platnost pro
libovolného reprezentanta, nebot’ složené zobrazeńı měńıme pouze na množině
nulové mı́ry. Jakákoliv zmı́nka o platnosti (N−1) podmı́nky, nebo závislosti na
zvoleném reprezentantovi v článku [6] bohužel chyb́ı. Jedńım z našich postupných
a značně netriviálńıch ćıl̊u je ukázáńı, že pro q ≤ n už muśı f splňuj́ıćı (1.2)
nutně splňovat (N−1) podmı́nku. Pro q > n už (N−1) podmı́nku obecně splňovat
nemuśı, ale zvoĺıme-li vhodného reprezentanta u (každá W 1,q, q > n, funkce má
dokonce spojitého reprezentanta), tak tvrzeńı plat́ı.

Platnost kĺıčového odhadu (1.3) v́ıme pouze pro hladké u. Standardńım po-
stupem přes zhlazováńı bohužel neńı dostačuj́ıćı a voĺıme proto speciálńı lipschi-
tzovskou aproximaćı za pomoci maximálńı funkce (viz Lemma 5.3). Z odhadu



1. ÚVOD 7

(1.3) na rozd́ıly funkćı uk ◦ f dostaneme cauchyovskost v Lq a nalezneme kan-
didáta na limitu derivaćı g. Daľśım problémem, který je nutno řešit, je nalezeńı
vhodného kandidáta na limitu posloupnosti aproximaćı uk ◦ f . Máme vhodného
kandidáta g ∈ Lq pro limitu derivaćı D(uk ◦ f) a ještě potřebujeme dokázat, že
u ◦ f je vhodným kandidátem pro limitu uk ◦ f v Lp a D(u ◦ f) = g. V tomto
kroku opět podstatným zp̊usobem využijeme znalosti (N−1) podmı́nky pro q ≤ n
a pro q > n využijeme spojitosti u. Poznamenejme ještě nakonec, že v článku [6]
kĺıčový předpoklad spojitosti u pro q > n zcela chyb́ı.

Z výše uvedené diskuse je zřejmé, že zkoumáńı platnosti Luzinovy (N−1)
podmı́nky pro zobrazeńı s konečnou q-distorźı je užitečné. Platnost této podmı́nky
je zaj́ımavým faktem sama o sobě a očekáváme, že může nalézt aplikace i jinde.
Ve třet́ı kapitole ukážeme, že máme-li 1 ≤ q ≤ n, potom za dostatečné integrova-
telnosti q-distorze Kq zobrazeńı f je Luzinova (N−1) podmı́nka splněna. Přesněji
dokážeme větu

Věta 1.5. Necht’ funkce f ∈ W 1,1(Ω, Rn) je homeomorfismus s konečnou
distorźı splňuj́ıćı

Kq ∈ L
1

q−1

loc (Ω),

kde q ∈ [1, n]. Potom f splňuje Luzinovu (N−1) podmı́nku.

Ve čtvrté kapitole ukážeme, že tento výsledek je optimálńı. To jest, pokud
označ́ıme Q0 n-dimenzionálńı krychli se středem v počátku a se stranami o délce
1 rovnoběžnými se souřadnicovými osami, pak plat́ı věta:

Věta 1.6. Bud’ q ∈ (1,∞) a δ > 0 libovolné, potom existuje homeomorfismus
f ∈ W 1,1(Q0, R

n), který má konečnou distorźı, zobrazuje Q0 na Q0 a

• q-distorze Kq ∈ L∞(Q0), je-li q > n,

• nebo Kq ∈ L
1

q−1+δ (Q0) pro q ≤ n,

a přitom f nesplňuje (N−1) Luzinovu podmı́nku.

V páté kapitole pomoćı předchoźıch znalost́ı dokážeme Větu 1.3. V následuj́ıćı
druhé kapitole zavedeme potřebné značeńı a zformulujeme standardńı tvrzeńı,
která budeme dále použ́ıvat.



KAPITOLA 2

Značeńı, definice a použité tvrzeńı

V celém textu pracujeme s Euklidovým prostorem R
n s normou

‖x‖ =
(

n
∑

i=1

(xi)
2
)

1

2

,

kde x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n a maximovou normou

|x| = max
i=1,...,n

|xi|.

Symbolem Ω máme na mysli otevřenou podmnožinu R
n. Ṕı̌seme-li o množině

E, že E ⊂⊂ Ω, požadujeme po ni E ⊂ Ω.
Symbol C(a, b, . . . ) označuje kladnou konstantu, která záviśı pouze na a, b, . . .,

jej́ıž přesná hodnota se může v pr̊uběhu d̊ukaz̊u měnit.
Následuj́ıćı definice a tvrzeńı s d̊ukazy jsou obsažené ve skriptech [4] a [5].

Definice 2.1. Funkce u : M ⊂ R
n → R

m je lipschitzovská pokud existuje
konstanta H tak, že pro všechny x, y ∈ M plat́ı

‖f(x) − f(y)‖ ≤ H‖x − y‖,

č́ıslo H nazýváme lipschitzovskou konstantou.

Následuj́ıćı rozšǐrovaćı věta je velmi známa. Plat́ı dokonce pro C = 1, ale nám
bohatě postač́ı v tomto zněńı.

Věta 2.2 (McShane). Existuje konstanta C = C(m) taková, že každou funkci
u : M ⊂ R

n → R
m s lipschitzovskou konstantou H lze rozš́ıřit na funkci defino-

vanou na R
n s lipschitzovskou konstantou CH.

Na R
n pracujeme s Lebesgueovou mı́rou λn. Je-li E měřitelná množina ṕı̌seme

zkráceně |E| mı́sto λn(E). Symbol χE znač́ı charakteristickou funkci množiny E,
to jest

χE =

{

1 je-li x ∈ E,
0 jinak.

Pro množinu E s konečnou mı́rou a funkci u ∈ L1(E) znač́ıme

uE := −

∫

E

u :=
1

E

∫

E

u.

Použ́ıváme obvyklou konvenci L
a
0 = L∞ pro a ∈ (0,∞).

Definice 2.3 (Lebesgue̊uv bod). Řekneme, že x je Lebesgue̊uv bod funkce
f , pokud

lim
r→0+

−

∫

B(x,r)

|f(x) − f(y)|dy = 0.

8



2. ZNAČENÍ, DEFINICE A POUŽITÉ TVRZENÍ 9

Je známo, že pro funkce z L1
loc jsou skoro všechny body Lebesgueovy. Z definice

lze snadno źıskat, že pro každý Lebesgue̊uv bod x plat́ı

lim
r→0+

−

∫

B(x,r)

f(y)dy = f(x).

Definice 2.4 (Maximálńı operátor). Na funkćıch f ∈ L1
loc(Ω) definujeme

maximálńı operátor předpisem

Mf(x) = sup
B(x,r)⊂⊂Ω

−

∫

B(x,r)

|f(y)|dy

Tento operátor je omezený z Lp → Lp pro p ∈ (1,∞) a plat́ı pro něj odhad

(2.1) |{Mf > λ}| ≤
K

λ

∫

{Mf>λ}

|f |.

Definice 2.5. Je-li f : Ω ⊂ R
n → R

m a existuje-li totálńı diferenciál funkce
f v bodě x ∈ Ω, znač́ıme matici parciálńıch derivaćı

∇f(x) =
( ∂fi

∂xj

)

1≤i≤m,1≤j≤n
.

Symbol C∞
C (Ω) označuje prostor hladkých funkćı s kompaktńım nosičem

C∞
C (Ω) = {f : Ω → R : pro každé k, l ∈ {1, . . . , k}, jl ∈ {1, . . . n} je

funkce ∂
∂xj1

∂
∂xj2

. . . ∂
∂xjn

f spojitá na Ω a existuje kompaktńı množina K ⊂ Ω

tak, že f = 0 mimo K}

Definice 2.6 (Zobecněná derivace). Bud’ Ω ⊂ R
n. Potom řekneme, že funkce

g ∈ L1
loc(Ω) je slabou derivaćı funkce f ∈ L1

loc(Ω) podle j-té proměnné, pokud
∫

Ω

g(x)φ(x)dx = −

∫

Ω

f(x) ∂φ
∂xj

(x)dx

pro každou funkci φ ∈ C∞
c (Ω). Ṕı̌seme g = Djf .

Je-li f : Ω ⊂ R
n → R

m, potom symbolem Df znač́ıme matici slabých derivaćı,
to jest

Df :=
(

Djfi

)

1≤i≤m,1≤j≤n
.

Je-li m = n, potom Jakobiánem Jf(x) mysĺıme determinant matice Df(x).

Definice 2.7 (Sobolevov̊uv prostor). Sobolevov̊uv prostor W 1,p(Ω, Rm) pro
p ∈ [1,∞) definujeme

W 1,p(Ω, Rm) = {f ∈ Lp(Ω, Rn) : slabý gradient Df ∈ Lp(Ω, Rmn)}

s normou ‖f‖W 1,p = ‖f‖1,p = ‖f‖p + ‖Df‖p.

Tento prostor je úplný a separabilńı. Plat́ı pro něj známá charakterizace

Věta 2.8 (Beppo Levi). Necht’ Ω ⊂ R
n je otevřená množina a u ∈ L1(Ω)

potom jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı

(1) f ∈ W 1,p(Ω),
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(2) existuje reprezentant f tak, že pro každý bázový vektor ei a skoro všechny
x ∈ R

n je funkce

t 7→ f(x + tei) absolutně spojitá na {t : x + tei ∈ Ω}

a pro funkce ∂f
∂xi

poč́ıtané jako klasické parciálńı derivace plat́ı

∂f

∂xi

∈ Lp(Ω).

Nav́ıc je-li f ∈ W 1,p(Ω) vhodný reprezentant ve smyslu (2), pak pro skoro všechny
x ∈ Ω plat́ı

Djf =
∂f

∂xj
.

Definice 2.9 (Aproximativńı diferenciál). Necht’ je f : R
n → R

m měřitelná
funkce, pak řekneme, že f má v bodě x0 aproximativńı diferenciál Af (x0), pokud
pro každé ε > 0 je

lim
r→0+

|B(x0, r) ∩ Eε|

|B(x0, r)|
= 0,

kde Eε :=
{

x ∈ R
n :

∥

∥f(x0) − f(x) −
(

Af(x0)
)(

x − x0

)
∥

∥ ≥ ε‖x0 − x‖
}

.

Má-li funkce f totálńı diferenciál ∇f , pak zřejmě ∇f je i aproximativńı dife-
renciál f .

Lemma 2.10. Necht’ x0 je bod hustoty {f = g}, f(x0) = g(x0) a funkce f má
aproximativńı diferenciál v x0, potom i funkce g má aproximativńı diferenciál v
x0 a diferenciály se rovnaj́ı.

Důkaz. Označme Eg
ε množinu Eε př́ıslušej́ıćı funkci g a Ef

ε př́ıslušej́ıćı f .
Potom máme

Eg
ε =

(

Eg
ε ∩ {f = g}

)

∪
(

Eg
ε ∩ {f 6= g}

)

⊂ Ef
ε ∪ {f 6= g}.

Z definic již snadno spoč́ıtáme

0 ≤ lim
r→0+

|B(x0, r) ∩ Eg
ε |

|B(x0, r)|
≤ lim

r→0+

|B(x0, r) ∩ Ef
ε |

|B(x0, r)|
+ lim

r→0+

|B(x0, r) ∩ {f 6= g}|

|B(x0, r)|
= 0.

�

Je známo, že je-li f ∈ W 1,1
loc , potom má skoro všude aproximativńı diferenciál

a tento aproximativńı diferenciál splňuje

Af = Df skoro všude.

Věta 2.11 (Poincarého nerovnost). Necht’ Ω ⊂ R
n je otevřená množina a

funkce u nálež́ı do W 1,1(Ω), potom pro každou kouli B = B(x, r) ⊂⊂ Ω plat́ı
∫

B

|u(y) − uB|dy ≤ Cr

∫

B

|∇u(y)|dy,

kde konstanta C záviśı pouze na dimenzi.

Věta 2.12 (O vnořeńı p < n). Necht’ B je otevřená koule v R
n, funkce u nálež́ı

do L1(B) a slabý gradient Du patř́ı do Lp(B), kde p ∈ [1, n), potom u ∈ L
np

n−p (B).
a plat́ı odhad

‖u‖
L

np
n−p

≤ C
(

‖u‖L1(B) + ‖Du‖Lp(B)

)

,

kde konstanta C záviśı pouze na dimenzi.
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Věta 2.13 (O vnořeńı p > n). Necht’ B je otevřená koule v R
n, funkce u

nálež́ı do L1(B) a slabý gradient Du patř́ı do Lp(B), kde p ∈ (n,∞), potom
existuje konstanta C(n) a funkce ũ = u skoro všude taková, že ũ je α = 1 − p

n
Hölderovská. To jest

|ũ(x) − ũ(y)| ≤ C‖x − y‖α.

a plat́ı odhad

sup
x∈B

|ũ(x)| + sup
x,y∈B,x 6=y

|ũ(x) − ũ(y)|

‖x − y‖α
≤ C

(

‖u‖L1(B) + ‖Du‖Lp(B)

)

.

Věta 2.14 (Vitali). Necht’ E je podmnožina R
n a V je systém otevřených

kouĺı v R
n takový, že pro každé x ∈ E je

inf{r > 0 : existuje z ∈ R
n tak, že x ∈ B(z, r) ∈ V} = 0.

Potom existuje spočetný podsystém W ⊂ V po dvou disjunktńıch kouĺı splňuj́ıćı
∣

∣E \
⋃

B∈W

B
∣

∣ = 0.

Následuj́ıćı věta o substituci je přejata z [1].

Věta 2.15. Necht’ Ω1, Ω2 jsou otevřené podmnožiny R
n, u : Ω2 → [0,∞) je

borelovská funkce a necht’ f ∈ W 1,1
loc (Ω1, Ω2) je homeomorfismus potom

∫

f−1(E)

u ◦ f(x)|Jf(x)|dx ≤

∫

E

u(y)dy,

pro každou borelovskou množinu E ⊂ Ω2.



KAPITOLA 3

Integrovatelnost Kq distorze a (N−1) Luzinova podmı́nka

V této kapitole ukážeme, že pokud je f homeomorfismus s konečnou distorźı,
potom za dodatečného kritéria na integrovatelnost Kq distorze splňuje zobrazeńı
f Luzinovu (N−1) podmı́nku. Důkaz je inspirován [3], kde je dokázán př́ıpad pro
q = n.

Pro daľśı práci budeme potřebovat Větu o derivaci složeńı lipschitzovské
funkce a zobrazeńı ze Sobolevova prostoru. Plat́ı za obecněǰśı předpoklad̊u, nám
však postač́ı takto.

Lemma 3.1. Necht’ Ω ⊂ R
n je otevřená množina a p ∈ [1,∞). Necht’ dále

u : R
n → R je lipschitzovská funkce a f ∈ W 1,p(Ω, Rn) má konečnou distorzi a

u ◦ f ∈ Lp. Potom u ◦ f nálež́ı W 1,p(Ω) a pro skoro všechny x ∈ Ω plat́ı

D(u ◦ f)(x) = ∇u
(

f(x)
)

· Df(x),

kde dodefinujeme ∇u
(

f(x)
)

· Df(x) := 0 pokud ∇u
(

f(x)
)

neexistuje a zároveň
|Df(x)| = 0.

Důkaz. Změńıme-li f na množině nulové mı́ry, potom změńıme i u ◦ f na
množině nulové mı́ry. Proto podle Věty 2.8 můžeme předpokládat, že zobra-
zeńı f1, . . . , fn jsou absolutně spojité na skoro všech úsečkách λ rovnoběžných
se souřadnicovými osami a pro skoro všechny x ∈ Ω plat́ı Djfi(x) = ∂fi

∂xj
(x).

Ukážeme, že na těchto př́ımkách je absolutně spojitá i funkce u ◦ f . Bud’ λ =
{x+tei, kde t splňuj́ı x+tei ∈ Ω} taková př́ımka rovnoběžná s i-tou souřadnicovou
osou. Zvolme ε > 0 najděme δ > 0 takové, že pro každou volbu t1 ≤ s1 ≤ t2 ≤
. . . ≤ tk ≤ st, splňuj́ıćı x + tei, x + sei ⊂ Ω a

k
∑

j=1

|sj − tj | < δ plat́ı
k

∑

j=1

|fl(x + sei) − fl(x + tei)| < ε,

pro každé l ∈ {1, . . . , n}. Potom

k
∑

j=1

|u ◦ f(x + sei) − u ◦ f(x+tei)| ≤ C
k

∑

j=1

‖f(x + sei) − f(x + tei)‖

≤ C

k
∑

j=1

max
l∈{1,...,n}

|fl(x + sei) − fl(x + tei)| < Cε,

kde C je lipschitzovská konstanta u. Tedy i u ◦ f je na skoro všech př́ımkách
rovnoběžnými se souřadnnicovými osami absolutně spojitá funkce.

Proto pro skoro všechny body x v Ω existuj́ı parciálńı derivace ∂u◦f
∂xi

(x). Z věty
o derivaci složené funkce plyne

(3.1)
∂u ◦ f

∂xi

(x) =
n

∑

j=1

∂u

∂xj

(

f(x)
)∂fj

∂xi

(x),

12
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kdykoliv existuje totálńı diferenciál ∇u
(

f(x)
)

a parciálńı derivace
∂fj

∂xi
(x). Jsou-li

∂fj

∂xi
(x) = 0 pro každé j ∈ {1, . . . , n} potom ∂u◦f

∂xi
(x) = 0, protože

∣

∣u
(

f(x + hei)
)

− u
(

f(x)
)
∣

∣

h
≤ C

‖f(x + hei) − f(x)‖

h

≤ C max
j∈{1,...,n}

|fj(x + hei) − fj(x)|

h

h→0+

→ 0.

To nás nás ospravedlňuje k dodefinováńı ze zněńı věty a i v tomto př́ıpadě vztah
(3.1) plat́ı.

Nyńı ukážeme, že množina, kde neexistuje ∇u(f(x)
)

, existuj́ı parciálńı deri-

vace
∂fj

∂xi
(x) a

∂fj0

∂xi0

(x) 6= 0 pro nějaké i0, j0 je nulové mı́ry v Ω. Je-li

P :=
{

x ∈ R
n :

∂fj

∂xi

(x) existuje pro každé i, j ∈ {1, . . . , n}

a existuj́ı i0, j0 ∈ {1, . . . , n} tak, že
∂fi0

∂xj0

(x) 6= 0
}

.

Potom je P měřitelná množina a pro skoro všechny body x ∈ P je Jf(x) 6= 0,
nebot’ f má konečnou distorzi a Df(x) 6= 0. Je-li

M := {x ∈ R
n : neexistuje ∇u(x)},

a M̃ borelovská množina splňuj́ıćı |M̃ | = |M | = 0 a M ⊂ M̃ , pak z Věty 2.15
o substituci spoč́ıtáme

∫

f−1(M̃ )∩P

|Jf | ≤

∫

f−1(M̃ )

|Jf | ≤ |M̃ | = 0.

Jelikož je |Jf | > 0 skoro všude na P je nutně |f−1(M) ∩ P | = 0. Tedy množinu
Ω lze rozdělit na množiny

Ω = {x : pro nějaké i, j neexistuje ∂fi

∂xj
(x)} ∪

(

f−1(M) ∩ P
)

∪ {x : existuj́ı ∂fi

∂xj
(x) a jsou rovny nule} ∪ {x : existuj́ı ∇u

(

f(x)
)

a ∂fi

∂xj
(x)}.

Prvńı dvě množiny jsou nulové mı́ry, proto posledńı dvě množiny obsahuj́ı skoro
všechny x ∈ Ω a tedy zřejmě plat́ı vztah (3.1) skoro všude v Ω. Zbývá ukázat,
že u ◦ f ∈ W 1,p. V́ıme, že složeńı u ◦ f lež́ı v Lp a u ◦ f je absolutně spojitá
funkce na skoro všech př́ımkách rovnoběžnými s osami. Abychom mohli použ́ıt
Větu 2.8, zbývá ukázat, že ∂u◦f

∂xi
(x) ∈ Lp(Ω). Z odhadu (3.1) pro skoro všechny

x ∈ Ω dostáváme
∣

∣

∣

∂(u ◦ f)

∂xi

(x)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

n
∑

j=1

∂u

∂xj

(

f(x)
)∂fj

∂xi

(x)
∣

∣

∣
≤

n
∑

j=1

C
∣

∣

∣

∂fj

∂xi

(x)
∣

∣

∣
≤ C̃|Df(x)|,

kde C je lipschitzovská konstanta u. Je-li funkce na levé straně měřitelná, potom
umocněńım nerovnosti na p a zintegrováńım přes Ω źıskáme požadovaný odhad.

V́ıme, že množina, kde neexistuje ∇u(f(x)
)

a
∂fj

∂xi
(x) 6= 0 je nulové mı́ry v Ω.

Proto, dodefinujeme-li ∇u(x) mimo definičńı obor libovolným zp̊usobem, stále
bude platit vztah (3.1). Zvoĺıme-li rozš́ı̌reńı

(3.2)
∂u

∂xi
(x) = lim sup

j→∞

u
(

x + (1/j)ei

)

− u(x)

1/j
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budou složky ∇u borelovské funkce, a tedy složeńı ∂u
∂xj

◦ f měřitelné a tedy i celá

funkce měřitelná.
�

Poznámka 3.2. D̊ukaz věty 3.1 nám ř́ıká, že nezálež́ı jak si dodefinujeme
totálńı diferencál ∇u mimo definičńı obor. Optimálńı rozš́ıřeńı je dle vzorečku
(3.2), kdy rozš́ıř́ıme ∇u na všude definovanou borelovskou funkci.

Lemma 3.3. Necht’ Ω ⊂ R
n je otevřená množina a f : Ω → R

n je prostá
měřitelná funkce, která má v x0 aproximativńı diferenciál A. Potom existuj́ı kon-
stanty τ(n), D(A) a poloměr r0 > 0 takové, že pro každé 0 < r < r0 existuje
y ∈ R

n a R ≤ Dr splňuj́ıćı
∣

∣

∣
B(x0, r) ∩ f−1

(

B
(

y, 2R
)

)
∣

∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ,

∣

∣

∣
B(x0, r) ∩ f−1

(

R
n \ B

(

y, 3R
)

)
∣

∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ.

Důkaz. Existuje konstanta K závislá pouze na dimenzi n taková, že každá
koule s poloměrem 3r může být pokryta K koulemi o poloměru r. Položme

α =
1

K + 1
.

Z definice aproximativńıho diferenciálu nalezneme pro δ = α
2

a ε = 1 poloměr r0

takový, že pro všechny 0 < r < r0 plat́ı

B(x0, r0) ⊂ Ω a
|B(x0, r) ∩ Eε|

|B(x0, r)|
≤ δ,

kde
Eε = {x : ‖f(x) − f(x0) − A(x − x0)‖ ≥ ε‖x − x0‖}.

Definujme pro Q borelovské množiny předpisem

µ(Q) =

∣

∣

(

B(x0, r) ∩ f−1(Q)
)

\ Eε

∣

∣

|B(x0, r)|

borelovskou mı́ru. Jelikož je f prostá je zřejmě µ neatomická mı́ra a plat́ı

(3.3) 1 ≥ µ(Rn) ≥

∣

∣B(x0, r)
∣

∣ −
∣

∣B(x0, r) ∩ Eε

∣

∣

|B(x0, r)|
≥ 1 − δ ≥ 1 −

α

2
.

Bud’

ρ := inf{r > 0 : existuje y ∈ R
n takové, že µ

(

B(y, r)
)

≥ α}.

Protože je mı́ra µ neatomická, nutně plyne ρ > 0.
Definujme

L := sup
‖h‖≤1

‖Ah‖.

Ukážeme, že

(3.4) f−1
(

B
(

f(x0), (L + 1)r
)

)

obsahuje B(x0, r) \ Eε.

Je-li totiž x /∈ Eε, trojúhelńıkovou nerovnost́ı dostaneme
∣

∣‖f(x) − f(x0)‖ − ‖A(x − x0)‖
∣

∣ ≤ ‖f(x) − f(x0) − A(x − x0)‖ < ε‖x − x0‖.
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Pokud nav́ıc x ∈ B(x0, r), obdrž́ıme

‖f(x) − f(x0)‖ < ‖A(x − x0)‖ + ε‖x − x0‖ ≤ (L + 1)r.

Jelikož ze vztah̊u (3.4) a (3.3) plat́ı

µ
(

B
(

f(x0), (L + 1)r
)

)

= µ(Rn) ≥ 1 −
α

2
> α,

plyne nutně z definice ρ

ρ ≤ (L + 1)r.

Z definice infima nalezneme bod y a poloměr R > 0 takový, že

(3.5) µ
(

B(y, 2R)
)

≥ α a R < ρ ≤ 2R.

Potom máme

(3.6) R ≤ ρ ≤ (L + 1)r.

Mějme sb́ırku kouĺı B1, . . . , BK s poloměrem R, jež pokrývaj́ı B(y, 3R). Jelikož
je R ≤ ρ, máme

µ(Bi) ≤ α pro i = 1, . . . , K,

a proto nutně

µ
(

B(y, 3R)
)

≤
K

∑

i=1

µ(Bi) ≤ Kα.

Což ovšem d́ıky odhadu (3.3) znamená, že

(3.7) µ
(

R
n \ B(y, 3R)

)

≥ µ(Rn) − µ
(

B(y, 3R)
)

≥ 1 − Kα − δ =
α

2
,

jelikož µ(Rn) ≥ 1 − δ a 1 − Kα = α. K dokončeńı d̊ukazu už jen stač́ı položit
τ = α

2
a zkontrolovat, že náš bod y a poloměr R vyhovuj́ı tvrzeńı d́ıky odhad̊um

(3.6), (3.5) a (3.7).
�

Důkaz Věty 1.5. Pro u hladké funkce a měřitelné množiny E ⊂ Ω źıskáme
podobně jako v kĺıčovém odhadu (1.3) nerovnost

(3.8)

∫

E

|D(u ◦ f)|dx ≤ ‖∇u‖Lq(Rn)‖Kq‖
1

q

L
1

q−1 (E)
.

Nejdř́ıve ukážeme, že |Jf | > 0 skoro všude. Označme si

Z := {x ∈ Ω : Jf(x) = 0}

. Bud’ x0 bod, kde existuje aproximativńı diferenciál f .
Užit́ım Lemmatu 3.3 nalezneme poloměr r0 > 0 a D ∈ R tak, že pro každé

0 < r < r0 existuje poloměr 0 < R ≤ Dr splňuj́ıćı
∣

∣

∣
B(x0, r) ∩ f−1

(

B
(

y, 2R
)

)
∣

∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ,

∣

∣

∣
B(x0, r) ∩ f−1

(

R
n \ B

(

y, 3R
)

)
∣

∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ.
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Bud’ funkce u ∈ C∞(Rn) s vlastnostmi

spt u ⊂ B(y, 3R), u = 1 na B(y, 2R) a

∫

Rn

|Du|ndy ≤ C,

kde C záviśı pouze na dimenzi n (nikoliv na R). Položme

v = u ◦ f.

Potom z Lemmatu 3.1 funkce v patř́ı do W 1,1
(

B(x0, R)
)

a źıskáváme

(3.9)

∣

∣B(x0, r) ∩ {v = 1}
∣

∣

|B(x0, r)|
≥

∣

∣B(x0, r) ∩ f−1
(

B(y, 2R)
)
∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ

∣

∣B(x0, r) ∩ {v = 0}
∣

∣

|B(x0, r)|
≥

∣

∣B(x0, r) \ f−1
(

B(y, 3R)
)∣

∣

|B(x0, r)|
≥ τ.

Je-li c ≤ 1
2
, potom

∫

B

|v − c|dx ≥

∫

B∩{v≥1}

(v − c)dx ≥
1

2
|B ∩ {v ≥ 1}|,

naopak je-li c ≥ 1
2
, potom

∫

B

|v − c|dx ≥

∫

B∩{v≤0}

(c − v)dx ≥
1

2
|B ∩ {v ≤ 0}|.

Celkově máme

(3.10)
1

2
min

{

|B ∩ {v ≤ 0}|, |B ∩ {v ≥ 1}|
}

≤ inf
c∈R

∫

B

|v − c|dx.

Užit́ım odhad̊u (3.9), (3.10) a Poincarého nerovnosti máme

1 ≤ C(n)|B(x0, r)|
−1 inf

c∈R

∫

B(x0,r)

|v − c|dx ≤ C(n)r1−n

∫

B(x0,r)

|Dv|dx

= C(n)r1−n

∫

B(x0,r)

|D(u ◦ f)|dx.

Jelikož f má konečnou distorzi, je nutně Df = 0 skoro všude na Z, a proto i
D(u ◦ f) =

(

(∇u) ◦ f
)

(x) ·Df(x) = 0 skoro všude na Z. Proto můžeme množinu
Z při integrováńı funkce D(u ◦ f) zanedbat.
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Užit́ım odhadu (3.8), Hölderovy nerovnosti a vlastnosti R ≤ Dr źıskáváme

1 ≤ C(n)r1−n

∫

B(x0,r)\Z

|D(u ◦ f)|dx

≤ C(n)r1−n‖∇u‖
Lq

(

B(y,3R)
)‖Kq‖

1

q

L
1

q−1

(

B(x0,r)\Z
)

≤ C(n)r1−n‖∇u‖
Ln

(

B(y,3R)
)|B(y, 3R)|

n−q
nq

(

rnr−n

∫

B(x0,r)\Z

(

Kq(x)
)

1

q−1

)
q−1

q

≤ C(n)
(R

r

)

n
q
−1(

−

∫

B(x0,r)

(

Kq(x)
)

1

q−1 χΩ\Z

)
q−1

q

≤ C(n)D
n
q
−1

(

−

∫

B(x0,r)

(

Kq(x)
)

1

q−1 χΩ\Z

)
q−1

q

.

Je-li x0 Lebesgue̊uv bod funkce g := K
1

q−1

q χΩ\Z , potom limitńım přechodem
r → 0+ źıskáme

1 ≤ C
(

Kq(x0)
)

1

q−1 χΩ\Z(x0).

Tedy x0 /∈ Z. To znamená, že množina Z neobsahuje žádný bod, který je Lebes-
gueovým bodem funkce g a kde existuje aproximativńı diferenciál f . Proto skoro
všechny body lež́ı mimo Z, a proto muśı být Z množina mı́ry nula. Právě jsme
dokázali, že |Jf | > 0 skoro všude.

Nyńı dokonč́ıme d̊ukaz. Pro danou množinu E ⊂ Ω splňuj́ıćı |f(E)| = 0
nalezneme borelovsky měřitelnou množinu A ⊂ R

n mı́ry nula, která obsahuje
množinu f(E). Potom je E obsažená v měřitelné množině Ẽ = f−1(A). Užit́ım
Věty 2.15 o substituci źıskáváme

∫

Ẽ

|Jf(x)|dx =

∫

Ω

χA

(

f(x)
)

|Jf(x)|dx ≤

∫

Rn

χA(y)dy = 0.

Jelikož je |Jf | > 0 skoro všude, nutně źıskáváme, že |E| = 0.
�



KAPITOLA 4

Selháńı Luzinovy (N−1) podmı́nky

V této kapitole ukážeme, že výsledek dosažený ve Větě 1.5 je optimálńı. Zkon-
struujeme homeomorfismy, které těsně nebudou splňovat dostatečnou podmı́nku
integrovatelnosti Kq, a nebudou splňovat (N−1) podmı́nku. Ke konstrukci př́ı-
kladu, kdy selže (N−1) Luzinova podmı́nka, budeme muset nejdř́ıve vybudovat
speciálńı množinu typu Cantorova diskontinua. Naše funkce bude potom zob-
razovat diskontinuum kladné mı́ry na diskontinuum nulové mı́ry. Konstrukce je
inspirována [2].

Připomeňme značeńı, je-li x ∈ R
n, pak ‖x‖ znač́ı eukleidovskou normu a |x|

znač́ı maximovou normu. Pro naše potřeby si pro y ∈ R
n a r > 0 definujme

předpisem

Q(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}

n-dimenzionálńı krychli se středem x0 a stranami o délce 2r rovnoběžnými s
osami.

Konstrukce 4.1 (Cantorovo diskontinuum). Mějme ak posloupnost kladných
č́ısel takových, že a0 = 1 a 0 < ak+1 < ak. Vyjdeme z krychle Q0 = Q(0, 1

2
). Bud’

V množina vrchol̊u krychle Q0. Potom množinu V k = V ×· · ·×V budeme použ́ıvat
k indexovańı v naš́ı konstrukci.

V prvńım kroku krychli Q0 rozděĺıme na 2n krychĺı

Pv = Q(zv, a0/4), kde zv = z0 + a0

2
v a v ∈ V

a polož́ıme Qv = Q(zv, a1/4).
V k-tém kroku máme na počátku 2n(k−1) krychĺı Qw, kde w ∈ V k−1. Každou

krychli Qw rozděĺıme na 2n krychĺı

Pw,v = Q(zw,v, ak−1/2k+1), kde zw,v = zw + ak−1

2k v a v ∈ V

a polož́ıme Qw,v = Q(zw,v, ak/2k+1).

Obr. 1. Krychle Qv a Pv pro v ∈ V 1 a v ∈ V 2.

Naše hledané diskontinuum potom bude

D =
∞
⋂

k=0

⋃

v∈V k

Qv.

18
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Jeho mı́ru m̊užeme snadno spoč́ıtat

(4.1) |D| =
∣

∣

∞
⋂

k=0

⋃

v∈V k

Qv

∣

∣ = lim
k→∞

∣

∣

⋃

v∈V k

Qv

∣

∣ = lim
k→∞

2nk
(ak

2k

)n
=

(

lim
k→∞

ak

)n
.

Následuj́ıćı lemma lze snadno ověřit elementárńım výpočtem, proto d̊ukaz
vynecháme.

Lemma 4.2. Bud’ ρ : (0,∞) → (0,∞) ostře monotónńı diferencovatelná
funkce. Potom pro zobrazeńı

f(x) =
x

|x|
ρ(|x|), x 6= 0

plat́ı skoro všude

|Df(x)| ≈ c(n) max
{ρ(|x|)

|x|
, |ρ′(x)|

}

a

Jf (x) ≈ c(n)
ρ′(|x|)

(

ρ(x)
)n−1

|x|n−1
.

Nyńı můžeme přej́ıt k samotné konstrukci zobrazeńı.

Důkaz Věty 1.6. Nejdř́ıve zkonstruujeme zobrazeńı mezi libovolnými dvě-
ma Cantorovými diskontinui D, D̃ př́ıslušej́ıćıch posloupnostem ak, bk takových,
že vyhovuj́ı podmı́nkám konstrukce Cantorova diskontinua a

(4.2) lim
k→∞

ak > 0 a lim
k→∞

bk = 0.

Poté nalezneme hodnoty ak, bk tak, aby zobrazeńı splňovalo tvrzeńı.
Bud’ Qv, Pv, krychle a zv body př́ıslušej́ıćı konstrukci diskontinua D a Q̃v, P̃v,

krychle a z̃v př́ıslušej́ıćı D̃.
Naše zobrazeńı f bude definováno jako limita bilipschitzovských homeomor-

fismů fk : Q0 → Q0, kde fk zobraźı Qv na Q̃v pro každé v ∈ V k. Potom f zobraźı
prvńı diskontinuum D na druhé diskontinuum D̃.

�
�

@
@

@
@

�
�

Pv

Qv

-fk

�
�

@
@

@
@

�
�

P̃v

Q̃v

Obr. 2. Zobrazeńı Pv \ Qv na P̃v \ Q̃v pro v ∈ V k

Započněme konstrukci. Definujme f0(x) = x. Zobrazeńı f1 zvoĺıme tak, aby

stejnolehle zobrazilo krychli Qv na krychli Q̃v a mezikrychĺı Pv\Qv na mezikrychĺı
P̃v \ Q̃v pro každé v ∈ V . Obecně v k-tém kroku vyjdeme ze zobrazeńı fk−1 a
změńıme jeho hodnoty na Pv pro každé v ∈ V k tak, aby stejnolehle zobrazovalo
krychli Qv na krychli Q̃v a Pv \ Qv na P̃v \ Q̃v pro každé v ∈ V k.

Tedy naše zobrazeńı fk pro k ≥ 1 můžeme vyjádřit vzorečkem

fk(x) =











fk−1(x) je-li x /∈
⋃

v∈V k Pv,
fk−1(zv) + bk

ak
(z − zv) je-li x ∈ Qv,

fk−1(zv) + Ak(z − zv) + Bk
(z−zv)
|z−zv|

je-li x ∈ Pv \ Qv.



4. SELHÁNÍ LUZINOVY (N−1) PODMÍNKY 20

kde

(4.3) Ak =
bk−1 − bk

ak−1 − ak

a Bk = 2−k−1(bk − Aak).

Položme

f(x) := lim
k→∞

fk(x).

Ukážeme, že posloupnost fk je cauchyovská v C(Q0, R
n) a tedy f je spojitá

funkce. Je-li l > k, potom plat́ı rovnost

fl(x) = fk(x) pro každé x ∈

k
⋃

j=0

⋃

v∈V j

Pv \ Qv = Q0 \
⋃

v∈V k

Qv.

Proto můžeme odhadovat

(4.4) ‖fk−fl‖C(Q0) = max
v∈V k

sup
x∈Qv

|fk(x)−fl(x)| ≤ max
v∈V k

sup
y,z∈Q̃v

|z−y| ≤ 2−kbk
k→∞
→ 0.

Dále zjist́ıme, že zobrazeńı f je prosté a zobrazuje D na D̃. Zřejmě f zobrazuje
Pv \ Qv prostě na P̃v \ Q̃v (, jelikož se tam chová jako fk). Je-li x ∈ D̃ potom
existuje posloupnost vrchol̊u (vi)

∞
i=1, vi ∈ V , taková, že x ∈ Q̃(v1,...,vk) pro každé

k ∈ N. Potom

f−1(x) = f−1
(

∞
⋂

k=1

Q̃(v1,...,vk)

)

⊂

∞
⋂

k=1

f−1(Q̃(v1,...,vk)) =

∞
⋂

k=1

Q(v1,...,vk) ⊂ D.

Jelikož je Q(v1,...,vk) posloupnost do sebe zanořených množin s klesaj́ıćım diamet-

rem je z Cantorova principu
⋂∞

k=1 Q̃(v1,...,vk) jednobodová podmnožina diskontinua
D. Proto je f prosté zobrazeńı a zobrazuje jedno diskontinuum na druhé. Jelikož
je f prosté spojité zobrazeńı na kompaktńı množině Q0, je to homeomorfismus.

Dle Lemmatu 4.2 v́ıme, jak se chová derivace fk (a tedy i f) na Pv \ Qv pro
v ∈ V k. Na Qv derivaci snadno spoč́ıtáme z definice fk. Tedy

(4.5)

∇fk = ∇fk−1 pro skoro všechny x /∈
⋃

v∈V K Pv,
∇fk = bk

ak
je-li x ∈ Qv,

∇fk ≈ max{Ak, Ak + Bk

|x−zv|
} pro skoro všechny x ∈ Pv \ Qv.

Nyńı ukážeme, že fk je cauchyovská posloupnost ve W 1,1(Q0). Zvolme ε > 0.
Bud’ k < l, potom

(4.6) ‖fk − fl‖W 1,1(Q0) ≤ ‖fk − fl‖L∞(Q0)|Q0| + ‖∇fk −∇fl‖L1(Q0).

Dı́ky odhadu (4.4) je posloupnost fk −fl cauchyovská ve C(Q0), proto nalezneme
k1 takové, že

(4.7) ‖fk − fl‖L∞(Q0) ≤ |Q0|
−1 ε

4
.
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K odhadu druhé části využijeme, že ∇fk = ∇fl na Q0 \
⋃

v∈V k Qv, tedy
(4.8)
‖∇fk −∇fl‖L1(Q0) ≤ ‖∇fk‖L1(

⋃

v∈V k Qv) + ‖∇fl‖L1(
⋃

v∈V l Qv)

=

∫

⋃

v∈V k Qv

|∇fk| + ‖∇fl‖L1(
⋃

v∈V k Qv) +
l

∑

i=k+1

‖∇fl‖L1(
⋃

v∈V i Pv\Qv)

≤
∣

∣

⋃

v∈V k

Qv

∣

∣

bk

ak
+

∣

∣

⋃

v∈V l

Qv

∣

∣

bl

al
+

l
∑

i=k+1

∑

v∈V i

‖∇fl‖L1(Pv\Qv)

≤
bk

ak
+

bl

al
+

l
∑

i=k+1

∑

v∈V i

‖∇fl‖L1(Pv\Qv).

Jelikož ze vztahu (4.2) výraz bk/ak konverguje pro k jdoućı k nekonečnu do nuly,
najdeme k2 ≥ k1 takové, že

(4.9)
bj

aj
≤

ε

4
pro každé j ≥ k2.

Za použit́ı vzorečku (4.5) a (4.3) si odhadněme chováńı ∇fl na Pv\Qv pro v ∈ V i.
Je-li totiž x ∈ Pv \ Qv, potom plat́ı |x − zv| > 2−i−1ai a tedy

∇fl(x) = ∇fi(x) ≈ max{Ai, Ai +
Bi

|x − zv|
} ≤ Ai +

|Bi|

|x − zv|

≤ Ai +
|2−i−1bi − Ai2

−i−1ai|

2−i−1ai
≤ 2Ai +

bi

ai
,

skoro všude. Budeme ještě potřebovat odhadnout mı́ru množiny
⋃

v∈V i Pv \ Qv

(4.10)

∣

∣

⋃

v∈V i

Pv\Qv

∣

∣ = 2ni

(

(ai−1

2i

)n

−
(ai

2i

)n
)

=
(

ai−1−ai

)

(

n−1
∑

j=0

aj
i−1a

n−1−j
i

)

≤ n(ai−1−ai),

kde jsme využili, že ai ≤ 1. Nyńı přistouṕıme k odhadu
(4.11)

l
∑

i=k+1

∑

v∈V i

‖∇fl‖L1(Pv\Qv) ≤
l

∑

i=k+1

∑

v∈V i

|Pv \ Qv|C
(

2Ai +
bi

ai

)

≤

l
∑

i=k+1

C(ai−1 − ai)n2
bi−1 − bi

ai−1 − ai
+

l
∑

i=k+1

C̃(ai−1 − ai)n

= C
(

2n(bk − bl) + n(ak − al)
)

,

kde C̃ je konstanta omezuj́ıćı posloupnost bk/ak. Protože ak i bk jsou konvergentńı
posloupnosti, můžeme naj́ıt k0 ≥ k2 takové, že pro každé k > l ≥ k0

(4.12) |bk − bl| <
1

16Cn
ε a |ak − al| <

1

8Cn
ε.

Kombinaćı nerovnost́ı (4.6) až (4.12) jsme pro každé ε > 0 nalezli k0 splňuj́ıćı
pro každé k > l ≥ k0 je

‖fk − fl‖W 1,1(Q0) < ε.
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Slabý gradient Df je skoro všude 0 na D, nebot’ z vlastnosti konvergence v

Lp prostorech existuje vybraná podposloupnost fkl
tak, že ∇fkl

(x)
l→∞
→ Df(x)

skoro všude a přitom plat́ı |∇fk(x)| = bk

ak
→ 0 pro každé x ∈ D.

Pro odhad q-distorze Kq budeme potřebovat odhadnout chováńı Jf . Jelikož
je Df(x) = 0 pro skoro všechny x ∈ D, je i Jf = 0 a Kq = 0 skoro všude na C. Z
Lemmatu 4.2 plat́ı pro skoro všechny x ∈ Pv \ Qv, kde v ∈ V k,

Jf = Jfk
≈ Ak

(

Ak +
Bk

|x − zv|

)n−1

.

Je-li x ∈ Pv \ Qv, potom 2−k−1ak ≤ |x − zv| ≤ 2−k−1ak−1. Plat́ı tedy

Ak +
Bk

|x − zv|
= Ak +

2−k−1bk

|x − zv|
−

2−k−1Akak

|x − zv|

≥ A +
2−k−1bk

2−k−1ak−1

−
2−k−1Akak

2−k−1ak

=
bk

ak−1

.

Celkově máme

Jf ≥ CAk

( bk

ak−1

)n−1

> 0 pro skoro všechny x ∈
⋃

v∈V k

Pv \ Qv.

Právě jsme dokázali, že f má konečnou distorzi.
Zvoĺıme-li ak = 1

2
+ 1

kα a bk = 1
kβ , potom z rovnice (4.3) dostáváme

Ak ≈ kα−β a
bk

ak
≈ k−β,

a proto pro skoro všechny x ∈
⋃

v∈V k Pv \ Qv plat́ı

|Df(x)| ≤ 2Ak +
bk

ak
≈ kα−β.

Konečně dostáváme pro skoro všechny x ∈
⋃

v∈V k Pv \ Qv

(4.13) |Kq(x)| =
|Df |

q

Jf
≤ C

(

2A + bk

ak

)q

A
(

bk

ak−1

)n−1 ≈
kq(α−β)

kα−βk−(n−1)β
= kα(q−1)k−β(q−n).

Máme-li q > n, potom pro volbu α = 1 a β = q−1
q−n

je výraz α(q−1)−β(q−n) =
0. Tud́ıž výraz napravo je omezený, a proto Kq ∈ L∞.

Zbývá ukázat druhou část tvrzeńı pro q ≤ n. Zvolme δ > 0. Označme a =
1

q−1+δ
a zvolme

α = 1 a β =
δ

2(n − q)
.

Poč́ıtejme d́ıky odhadu (4.10) a (4.13)

∫

Q0

Kq
a =

∞
∑

k=1

∑

v∈V k

∫

Pv\Qv

Ka
q ≤ C

∞
∑

k=1

(ak−1 − ak)k
aα(q−1)+aβ(n−q)

≈

∞
∑

k=1

k−2a(q−1)+aδ/2).
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Jelikož je

−2 + a(q − 1 + δ/2) = −2 +
q − 1 + δ/2

q − 1 + δ
< −1,

řada i integrál konverguj́ı a máme tedy Kq ∈ L
1

q−1+δ .
�



KAPITOLA 5

Spojitost operátoru složeńı s funkćı s konečnou distorźı

V této kapitole využijeme předešlých poznatk̊u a dokážeme Větu 1.3. K d̊ukazu
budeme potřebovat pokročileǰśı aproximaci funkce ze Sobolevova prostoru lipschi-
tzovskými funkcemi. Posup je inspirován praćı [1].

Lemma 5.1. Bud’ B ⊂ R
n otevřená koule a necht’ u ∈ W 1,q(3B), 1 ≤ q < ∞.

Potom pro Lebesgueovy body x, y ∈ B funkce u plat́ı

|u(x) − u(y)| ≤ C(n)|x − y|
(

M |Du|(x) + M |Du|(y)
)

,

kde Mh(x) je Hardy-Littlewood̊uv maximálńı operátor funkce h : 3B → R.

Důkaz. Využijeme Poincarého nerovnosti (Věta 2.11). Pro i ≥ 0 si označme
Bi = B

(

x, 2−i|x − y|
)

a uBi
= 1

|Bi|

∫

Bi
u. Potom

|u(x) − uB0
| =| lim

i→∞
uBi

− uB0
| = |

∞
∑

i=0

uBi+1
− uBi

| ≤
∞

∑

i=0

−

∫

Bi+1

|u − uBi
|

≤
∞

∑

i=0

2n −

∫

Bi

|u − uBi
| ≤ c(n)

∞
∑

i=0

2−i|x − y|
1

|Bi|

∫

Bi

|Du|

≤c(n)|x − y|MDu(x).

Analogicky odvod́ıme

|u(y)− uB(y,|x−y|)| ≤ c(n)|x − y|MDu(y).

Označme D = B(y, |x− y|) ∩ B0. Potom

|uB(x,|x−y|)−uB(y,|x−y|)| ≤ |uB0
− uD| + |uB(y,|x−y|) − uD|

≤ −

∫

D

|uB0
− u(z)|dz + −

∫

D

|uB(y,|x−y|) − u(z)|dz

≤
|B0|

|D|

(

−

∫

B0

|uB0
− u(z)|dz + −

∫

B(y,|x−y|)

|uB(y,|x−y|) − u(z)|dz
)

≤ C(n)|x − y|(M |Du|(x) + M(|Du|(y)).

Požadovaný odhad źıskáme z trojúhelńıkové nerovnosti a d́ılč́ıch odhad̊u:

|u(x) − u(y)| ≤|u(x) − uB(x,|x−y|)| + |uB(x,|x−y|) − uB(y,|x−y|)| + |u(y)− uB(y,|x−y|)|

≤C(n)|x − y|(M |Du|(x) + M(|Du|(y)).

�

Lemma 5.2. Bud’ funkce h ∈ Lq(Ω), kde 1 ≤ q < ∞, potom

lim
λ→∞

λq|{Mh > λ}| = 0.

24
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Důkaz. Z nerovnosti (2.1) źıskáváme, že

lim
λ→∞

|{Mh > λ)}| ≤ lim
λ→∞

C

λ
‖f‖L1(Ω) = 0.

Pro q = 1 nám nerovnost (2.1) př́ımo dává

λ|{Mh > λ}| ≤

∫

{Mh>λ}

|h|,

kde pravá strana jde k 0 z absolutńı spojitosti normy, protože |{Mh > λ}|
λ→∞
→ 0.

Pro v́ıme, že q ∈ (1,∞) je maximálńı operátor omezený z Lq do Lq (tedy
∫

Ω
|Mf |q < ∞). Využijeme Čebyševovu nerovnost, která tvrd́ı

|{|h| > λ}| ≤
1

λq

∫

{|h|>λ}

|h|q, pro každou h ∈ Lq(Ω).

Tedy

λq|{Mf > λ}| ≤

∫

{Mf>λ}

|Mf |q.

Analogicky jako výše pravá strana opět pravá strana konverguje k 0.
�

Lemma 5.3. Bud’ funkce u ∈ W 1,q
(

B(x0, 3r)
)

, kde 1 ≤ q < ∞, potom existuje
posloupnost funkćı uk s lipschitzovskou konstantou Ck a měřitelných množin Fk,
takových že Fk ⊂ {u = uk}, Fk ⊂ Fk+1

lim
k→∞

|B(x0, r) \ Fk| = 0 a uλ
k→∞
→ u ve W 1,q(B).

Je-li nav́ıc q > n, potom uk konverguj́ı k ũ stejnoměrně, kde ũ je spojitý repre-
zentant u.

Důkaz. Označme si B = B(x0, r) a pro k > 0 položme

Fk = {x ∈ B : M(|∇u|) ≤ k} ∩ {x : x je Lebesgue̊uv bod funkce u}.

Potom zřejmě |B \ Fk|
k→∞
→ 0 .

Z Lemmatu 5.1 vid́ıme, že zobrazeńı u je na Fk lipschitzovské. Podle McSha-
neovy věty 2.2 lze jej rozš́ı̌rit na R

n s lipschitzovskou konstantou Ck, kde C ≥ 1
záviśı pouze na dimenzi. Toto rozš́ı̌reńı si označme uk.

Protože jsou funkce uk lipschitzovské, existuje ve skoro všech bodech totálńı
diferenciál a můžeme jej odhadnout |∇uk| ≤ Ck. Nav́ıc pro toto rozš́ı̌reńı plat́ı
∇uk = Du skoro všude na Fk. Totiž, je-li x bod hustoty v Fk, kde existuje apro-
ximativńı diferenciál u a rovná se hodnotě slabé derivace, potom podle Lemmatu
2.10 je ∇uk(x) = Du(x).

Nejdř́ıve si všimněme, že funkce ∇uk konverguj́ı k Du ve Lq(B):
∫

B

|∇uk − Du|q =

∫

B\Fk

|∇uk − Du|q ≤

∫

B\Fk

|∇uk|
q +

∫

B\Fk

|Du|q

≤ |B \ Fk|Ckq +

∫

B\Fk

|Du|q
k→∞
→ 0.

,
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kde jsme využili odhadu kq|{M(|Du|) > k}|
k→∞
→ 0 z Lemmatu 5.2 a znalosti

|B \ Fk|
k→∞
→ 0.

Zbývá ukázat, že uk konverguj́ı k u v Lq(B). Jelikož |B \ Fk| klesá k nule,
existuje k0 a bod y takové, že pro všechny k > k0 je y ∈ Fk. Potom plat́ı

∫

B

|uk − u|q =

∫

B\Fk

|uk − u|q ≤

∫

B\Fk

|uk|
q +

∫

B\Fk

|u|q

≤

∫

B\Fk

(|uk(y)|q + |uk(x) − uk(y)|q
)

+

∫

B\Fk

|u|q

≤ |B \ Fk|(|u(y)|q + Ckqrq) +

∫

B\Fk

|u|q
k→∞
→ 0.

Při odhadu jsme opět využili vzorce kq|{M(|Du|) > k}|
k→∞
→ 0.

Pokud je nav́ıc q > n, pak z Věty o vnořeńı 2.13 existuje α Hölderovská funkce
ũ, pro nějaké α ∈ (0, 1), která se rovná u skoro všude. Nav́ıc plat́ı odhad

sup
x∈B

|uk(x) − ul(x)| ≤ C‖uk − ul‖W 1,q(B),

tedy uk je cauchyovská posloupnost v C(B) a existuje spojitá funkce v tak, že
uk ⇉ v. Jelikož funkce uk konverguj́ı k ũ ve skoro všech bodech x ∈ B, funkce
ũ a v se rovnaj́ı skoro všude. A protože ũ, v jsou spojité funkce, nutně plat́ı
ũ(x) = v(x) pro každé x ∈ B.

�

Důkaz Věty 1.3. Mějme u z W 1,p
loc (Ω2) libovolnou funkci a bod x0 ∈ Ω1.

Nalezneme kouli B a r > 0 takovou, že 3B ⊂⊂ Ω2 a f
(

B(x0, r)
)

⊂ B. Chceme

ukázat, že u ◦ f ∈ W 1,1
(

B(x0, r)
)

a |D(u ◦ f)| in Lp
(

B(x0, r)
)

.
Z Lemmatu 5.3 existuje posloupnost uk funkćı s lipschitzovskou konstantou

ck a posloupnost měřitelných množin Fk ⊂ B takových, že

uk = u na Fk, Fk ⊂ Fk+1 a lim
k→∞

|Fk| = |B|.

Položme gj = uj ◦ f pro j ∈ N. Protože uj jsou lipschitzovské funkce, dostáváme
z Lemmatu 3.1, že gj ∈ W 1,p

(

B(x0, r)
)

.

Chceme ukázat, že ∇gj je cauchyovská posloupnost v Lp
(

B(x0, r), R
n
)

. Využi-
t́ım Lemmatu 3.1 o derivaci složené funkce, Poznámky 3.2, Hölderovy nerovnosti
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a Věty 2.15 o substituci źıskáváme pro v lipschitzovskou funkci následuj́ıćı vztah
(5.1)

∫

B(x0,r)

∣

∣

∣
D

(

v
(

f(x)
)

)
∣

∣

∣

p

dx =

∫

B(x0,r)

∣

∣

∣
∇v

(

f(x)
)

∣

∣

∣

p
∣

∣Df(x)
∣

∣

p
dx

≤

∫

B(x0,r)

∣

∣

∣
∇v

(

f(x)
)

∣

∣

∣

p∣
∣Jf(x)

∣

∣

p
q
(

Kq(x)
)

p
q dx

≤
(

∫

B(x0,r)

∣

∣∇v
(

f(x)
)
∣

∣

q
|Jf(x)|dx

)
p
q
(

∫

B(x0,r)

(

Kq(x)
)

p
q

q
q−p

)
q−p

q

=
(

∫

f(B(x0,r))

(

∇v(y)
)q

dy
)

p
q
(

∫

B(x0,r)

(

Kq(x)
)

p
q−p

)
q−p

q

≤‖∇v‖p
Lq(f(B(x0,r)))‖Kq‖

p
q

L
p

q−p (B(x0,r))

≤‖∇v‖p
Lq(B)‖Kq‖

p
q

L
p

q−p

(

B(x0,r)
).

Aplikujeme-li tento odhad na funkci v = uj −uk, snadno źıskáme, že posloupnost
∇(uj ◦ f) = Dgj je cauchyovská v Lp

(

B(x0, r), R
n
)

. Proto existuje zobrazeńı

g ∈ Lp
(

B(x0, r), R
n
)

takové, že Dgj
j→∞
→ g v Lp

(

B(x0, r), R
n
)

.
Je-li q ≤ n, potom d́ıky Větě 1.5 splňuje zobrazeńı f Lusinovu (N−1) pod-

mı́nku, tedy f−1 zobrazuje množiny nulové mı́ry na množiny nulové mı́ry. Jelikož
|B \ Fj | konverguje k 0, źıskáváme, že množiny Aj := B(x0, r) ∩ f−1(Fj) splňuj́ı

lim
j→∞

|Aj | = lim
j→∞

|B(x0, r) ∩ f−1(Fj)| =
∣

∣B(x0, r) ∩
(

∞
⋃

j=1

f−1(Fj)
)
∣

∣

=
∣

∣B(x0, r) ∩ f−1(
∞
⋃

j=1

Fj)
∣

∣ =
∣

∣B(x0, r) ∩ f−1
(

∞
⋂

j=1

(B \ Fj)
)
∣

∣ = |B(x0, r)|.

Proto existuje j0 takové, že |Aj0| ≥
1
2
|B(x0, r)|. Z definice funkce gj vid́ıme, že

gj(x) = u ◦ f(x) pro všechny body x z Aj0 , a proto gj(x) − gi(x) = 0 na Aj0 pro
každé i, j ≥ j0. Označme si h = gi − gj. S využit́ım znalosti hAj0

= 0, Poincarého

nerovnosti (Věta 2.11) a |Aj0| ≥
1
2
|B(x0, r)| dostáváme



5. SPOJITOST OPERÁTORU SLODENÍ S FUNKCÍ S KONEČNOU DISTORZÍ 28

∫

B(x0,r)

|gi − gj| =

∫

B(x0,r)

|h| =

∫

B(x0,r)

|h(x) − hAJ0
|dx

≤

∫

B(x0,r)

|h(x) − hB(x0,r)|dx + |B(x0, r)||hAj0
− hB(x0,r)|

≤ C(n)r

∫

B(x0,r)

|∇h| + c(n)rn −

∫

Aj0

|h(x) − hB(x0,r)|dx

≤ C(n)r

∫

B(x0,r)

|∇h| + c(n)rn |B(x0, r)|

|Aj0|
−

∫

B(x0,r)

|h(x) − hB(x0,r)|dx

≤ C(n, r)

∫

B(x0,r)

|∇h| ≤ C(n, r)

∫

B(x0,r)

|∇gj −∇gi|.

Jelikož je {∇gj} cauchyovská posloupnost v L1
(

B(x0, r), R
n
)

, je nutně po-

sloupnost {gj} cauchyovská v L1
(

B(x0, r)
)

. A protože gj konverguje k u◦f v bo-

dech
⋃∞

i=1 Aj , tedy skoro všude, máme gj → u ◦ f v L1
(

B(x0, r)
)

.
Pokud je q > n, pak z Lemmatu 5.3 máme uj ⇉ u. Z odhadu

sup
x∈B(x0,r)

∣

∣uj

(

f(x)
)

− u
(

f(x)
)
∣

∣ ≤ sup
y∈B

|uj(y) − u(y)|,

obdrž́ıme okamžitě uj ◦ f ⇉ u ◦ f , z čehož nám přirozeně plyne gj → u ◦ f
v L1

(

B(x0, r)
)

.
Z definice slabé derivace máme vztah

∫

B(x0,r)

∇gj(x)φ(x) = −

∫

B(x0,r)

gj(x)∇φ(x)

pro každou testovaćı funkci φ ∈ C∞
c (B(x0, r)). Jelikož ∇gj → g v Lp

(

B(x0, r), R
n
)

a gj → u ◦ f v L1
(

B(x0, r)
)

, dostáváme limitńım přechodem vztah
∫

B(x0,r)

g(x)φ(x) = −

∫

B(x0,r)

u ◦ f(x)∇φ(x).

Což ovšem znamená, že g ∈ Lp
(

B(x0, r), R
n
)

je slabým gradientem funkce u ◦ f

na B(x0, r). Z Věty 2.12 o vnořeńı dostáváme, že u ◦ f ∈ Lp
(

B(x0, r)
)

, tedy

u ◦ f ∈ W 1,p
loc (Ω1).

Zbývá ukázat, že Tf je spojitý. Ze vztahu (5.1) pro každou kouli B(x0, r)
takovou, že existuje koule B splňuj́ıćı f

(

B(x0, r)
)

⊂ B a 3B ⊂ Ω2, plat́ı
∫

B(x0,r)

|D(uk ◦ f)|pdx ≤ ‖∇uk‖
p
Lq(f(B(x0 ,r)))‖Kq‖

p
q

L
p

q−p (B(x0,r))
.

Jelikož ∇uk konverguj́ı v Lq k Du a D(uk ◦ f) konverguj́ı v Lp k D(u ◦ f),
dostáváme limitńım přechodem, že

(5.2)

∫

B(x0,r)

|D(u ◦ f)|pdx ≤ ‖Du‖p
Lq(f(B(x0,r)))‖Kq‖

p
q

L
p

q−p (B(x0,r))
.
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Z Vitaliho pokrývaćı Věty 2.14 nalezne spočetný systém W = {Bi, i ∈ N}
po dvou disjunktńıch otevřených kouĺı takových, že pro každé i ∈ N existuje bod
xi a poloměr ri splňuj́ıćı f(Bi) ⊂ B(xi, ri), B(xi, 3ri) ⊂ Ω2 a

∣

∣Ω1 \
⋃

i∈N

Bi

∣

∣ = 0.

Potom za použit́ı odhadu (5.2) a Hölderovy nerovnosti můžeme odhadovat
∫

Ω1

|D(u ◦ f)|pdx =
∑

i∈N

∫

Bi

|D(u ◦ f)|pdx ≤
∑

i∈N

‖Du‖p
Lq(f(Bi))

‖Kq‖
p
q

L
p

q−p (Bi)

=
∑

i∈N

[

(

∫

f(Bi)

(

∇v(y)
)q

dy
)

p
q
(

∫

Bi

(

Kq(x)
)

p
q−p

)
q−p

q

]

≤

[

∑

i∈N

∫

f(Bi)

(

∇v(y)
)q

dy

]
p
q
[

∑

i∈N

∫

Bi

(

Kq(x)
)

p
q−p

]
q−p

q

≤
(

∫

Ω2

(

∇v(y)
)q

dy
)

p
q
(

∫

Ω1

(

Kq(x)
)

p
q−p

)
q−p

q

.

Umocněńım nerovnosti na 1/p, źıskáme požadovaný odhad (1.1). �
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