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Abstrakt

Je zname, ze diftzia spolu s Dirichletovou okrajovou podmienkou
vie zabranit efektu zvanému blow-up alebo expldzia riesenia. Skiimame,
aky silny je tento stabiliza¢ny efekt pre jednorozmerné reakéno-difizne
rovnice. UkdzZeme, ze ak pre kazdé riesenie ODR nastane expldzia rie-
Senia v kone¢nom ¢ase, potom pre prislusni PDR (ziskant pridanim
diftizie a Dirichletovej okrajovej podmienky) bud existuje neohranic¢ena
postupnost stacionarnych rieseni, alebo existuje neohranicené riesenie
zévislé od casu.

Abstract

It is known that diffusion together with Dirichlet boundary condi-
tions can inhibit the occurrence of blow-up. We examine the question
how strong is this stabilizing effect for reaction-diffusion equations in
one space-dimension. We show that if all positive solutions of an ODE
blow up in finite time then for the corresponding parabolic PDE (obtai-
ned by adding diffusion and the Dirichlet boundary condition) there is
either an unbounded sequence of stationary solutions or an unbounded
time-dependent solution.



1 Uvod

Uvazujme nelinearnu tlohu

ut:uxx+f(u)’ |$‘ <L, t>0,
u(xL,t) =0, t>0, (1.1)
u(z,0) = up(z) >0, |z| <L,

kde L > 0, ug € C([~L, L]) a f € C(]0,00)) spliiajt

f(u) >0 pre u > 0, (1.2)

* du
o) < 00. (1.3)

Za tychto predpokladov neexistuji globalne kladné rieSenia zaciatoc¢nej illohy

{ Ut - f(U)’ (1.4)
U(0) = U,
pretoze exploduju pre kazdé Uy > 0. V [2] je ukdzané, Ze existuje hladka
funkcia f, ktord splita (1.2), (1.3) a riesenie (1.1) je globélne a ohranicené
pre kazdé ohranicené ug, taktiez vid [1] a sekciu 19.3 v [3].
V tejto préci sa budeme zaoberat tym, aky silny je stabilizaény efekt di-
fazie spolu s Dirichletovou okrajovou podmienkou. Presnejsie, skimame, ¢i
existuje taka funkcia f, pre ktora plati (1.2), (1.3), rieSenie u ulohy (1.1) je
globélne pre kazdé ug a existuje konstanta C' > 0, ktord zavisi od L, f ale
nie od ug taka, ze

Jim [Ju( o1y < O

V [2] a [1] je skonStruovana funkcia f, pre ktort existuje neohrani¢end po-
stupnost staciondrnych rieseni

(1.5)

Vg + f(0) =0, |z| <L, v>0,
v(£L) =0,

¢o znamen4, Ze konstanta C' s danou vlastnostou neexistuje, vid poznamku
za Propoziciou 3.1.

Ak f(u) = ku, k > 0, potom rieSenie (1.4) rastie exponencialne pre kazdé
Uy > 0, ale riesenie (1.1) klesd k nule exponencidlne, ak predpokladame



L <7/ Vk. Zaujima nés, ¢ podobnd zmena spravania moze nastaf pre
nejaki superlinearnu funkciu f.

V [2] je podany priklad dvoch funkcii f,g takych, Ze niektoré rieSenia sys-

tému
Ut - f(U7 V)a

Vi =g(U,V),

exploduji v koneénom case, zatial ¢o vSetky rieSenia prislusného parabolic-
kého systému
up = diAu + f(u,v), re, t>0,

vy = doAv + g(u,v), re, t>0,

pre dy,ds > 0 s Dirichletovou okrajovou podmienkou
u(z,t) = v(x,t) =0, e, t>0,

st globalne a konverguju k nule pre ¢ — oo.



2 Formulacia vysledku

Pre pevné L > 0 ozna¢me S mnozinu vSetkych rieseni (1.5). Ak f spliia
(1.2), potom lahko nahliadneme, Ze S je usporiadana. Tym myslime, ze ak
v1,v2 € S, v1 # vy potom bud v1(z) < ve(x), alebo v (z) > va(x) pre vsetky
|z| < L. N&$ hlavny vysledok zhrnieme vo Vete 2.1.

Veta 2.1. Nech L > 0 je lubovolné, funkcia f € C1([0,00)) splia (1.2) a

lim sup FTE;‘) —o00,  Flu):= /Ouf(v)dv. (2.1)

U—00

Potom nastdva jeden z nasledujucich pripadov
(i) S =0 a pre kazdé up € C([—L, L]), up > 0 ezistuje 0 < Tppap < 00 také,
ze

lim max u(z,t) = oo; (2.2)

tTTmam ‘CB‘SL
(ii) S # 0, S je ohraniéend, a ak v* € S je mazimdlne staciondrne riesenie,
tak pre kazdé uy € C(|—L, L]), up > v*, ug # v* ezistuje 0 < Tppgr < 0
také, Ze plati (2.2);
(i) S # 0 a existuje postupnost {v,} C S takd, Ze
lim v,(0) = oco.
n—oo

V Propozicii 3.1 dokdZeme, ze z (1.3) vyplyva (2.1). Potom z Vety 2.1 plynie,
ze diftzia spolu s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami nevedia vytvorit
ohrani¢eni mnozinu, ktora by pritahovala vSetky rieSenia (1.1), dokonca
aj ked podmienka na rast f je slabsia nez v (1.3). Obzvlast, ak f spliia
(1.2), (2.1) a navyse rieSenie u ulohy (1.1) je globalne pre kazdt ohranic¢ent
podiato¢nu funkciu ug, potom je S neohranic¢end (ako v prikladoch z [1], [2]).
Ako priklad funkcie f, pre ktort nastava (i) pre dostato¢ne velké L, uvedieme
f(u) = ulog(u + a), a > 1 (potom Ty,e; = oo pre kazdé up > 0), alebo
f(u) = e* (potom Tpper < 00 pre kazdé ug).
Druhy pripad (ii) nastdva napriklad pre f(u) = wP, p > 1 a L > 0 je
fubovolné. Potom S = {0,v*} a Tjee < 00 pre kazdé ug > v*, ug # v*.
Nejaké postacujice podmienky na S = ), S # (), alebo neohraniéenost S
dokézeme v Odseku 4. Odsek 3 sa venuje faktu, ze z (1.3) vyplyva (2.1). V
Odseku 4 skiimame mnozinu S a v Odseku 5 dokazeme Vetu 2.1.



3 Rast nelinearity f

Propozicia 3.1. Nech f € C([0,0)) splria (1.2) a (1.3). Potom
F(u)

lim 5~ = 00
u—oo 1Y

Dokaz. Budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze

lim inf F(g )
U— 00 u

< H00.
Potom existuje ¢ > 0 a rasttca postupnost {u,}>2 ; taka, ze

F
lim u, = oo, (Zn)
n—oo Uy

<c, pren € N

Pomocou indukcie dokdzeme, Ze pre ¢ > 0 existuje rastica postupnost

{10y o = 1 takd, ze
Y41 dS 1 €
e = o oET (3.1)
/yk f(s) = c 2kl
Predpokladajme, ze sme nasli yi,...,yx (kK > 1), ktoré vyhovuju (3.1).
Oznacéme

Yk
I= | f(s)ds,
0

a zvolme m, aby platilo u,, > y. Pouzitim Cauchyho nerovnosti dostaneme

(L7 ()= ([ 0)

Um _ 2 _ 2
ds (Um — Yk) > (Um2 y)” L
" f(s) = Flupm) —1 cu?, — 1 c

pre u, — oo. Tym padom moZeme zvolit u,, dostato¢ne velké, aby

Um - ds (um —yr)? _ 1 €

o J(8) 7 e, —1 ~c ok+1

Teraz polozme yi1 = U, ¢im je indukcia kompletna. Z (3.1) ziskame

k
Yk+l (s k+1 € k+1
/,MZC‘ZWZC‘H“
1 1=0

pre k — oo. To je spor s (1.3).




4 Stacionarne rieSenia

V tejto casti budeme skimat S—mnozinu rieseni ulohy (1.5). Je zname, Ze
v je netrividlne riesenie tlohy (1.5) prave vtedy, ked rovnica

1 [m ds
T(m) := \/5/0 o) FG) L (4.1)
mé rieSenie m > 0. Potom
m = v(0) = max v(x), v(z) = v(—x),

a v je dané vztahom

= |z|.

1 m ds
V2 /vm F(m) — F(s)

Propozicia 4.1. Nech f € C([0,0)) spliia (1.2). Potom

liminf T'(m) =0 (4.2)
prdve vtedy, ked
P
1 - . 4
imsup — 5 00 (4.3)

Dokaz. Predpokladajme, ze (4.3) plati. Zvolme a > 0, prirodzené ¢islo
n > 2F(a)/a® a najmensie ¢islo u, > a také, ze

F
O
un
Potom vezmime y,, € (a,u,) také, ze
F(y n n _F(z
;%”):2 a §§ 2(2) <n  pre z € [Yn,Un).

Teraz zhora ohranic¢ime T'(uy,):

1 Un ds
T =5 | V() ()

S

1 Yn ds Un ds 1
R ( et e F<s>> )
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kde

s

I </”” ds < 1 /“” ds B
2= un /nut —ns?2 T /o Ju2—s2 2yn’

Yn ds B Un < Up, B \/5
0 VF(un) = F(ya) nud —ny2/2 7 y/nud —nul /2 n

7 toho dostavame

1 T 2
T(un)§ﬂ<2\/ﬁ+\/;>—>0 pre n. — oo.

Kedze u,, — oo, ziskame (4.2).
Dalej dokazeme, ze (4.2) implikuje (4.3). Predpokladajme, 7e (4.3) neplati.
Potom existuje M > 0 také, ze F'(m) < Mm? pre m > 1 a

I <

T(m):l/m ds >1/m ds _ m
V2Jo VEm —F(5) V2o VEm) V2R
Preto 1

T(m) > —— prem > 1.

V2M

Poznamka 4.1. Z Propozicii 3.1, 4.1 vyplyva, Ze ak f wvolime ako v [1]
alebo [2], potom (4.2) plati. Na druhi stranu, konstrukcia f v [1] alebo [2]
zarucuge

limsup T'(m) = co.

m—00

To znamend, Ze pre kazdé L > 0 ezistuje postupnost {my}°> 1, m, — oo,
rieseni (4.1).

Dalej budeme skiimat spravanie T'(m) pre m — oc.

Propozicia 4.2. Nech f € C([0,00)) splia (1.2). Potom ak plati

(1) lim fiu) = 00, tak lim T(m) = 0.
(ii) lim inf J(w) >0, tak limsup T'(m) < oco.
U—oo U m—o0
F
(iii) lim inf (g) =0, tak lim sup T'(m) = oo.
u—oo U m—oo



Dokaz. (i) Pre kazdé n > 0 existuje a > 0 také, ze
f(u) >nu pre u>a. (4.4)

Zvolme m > 2a. N4djdeme horné ohranicenie 7°(m) nasledovne:

T(m

- 1 /m ds
“ Vb JFm-F6)
1 “ ds m ds 1
= 7 </0 ACOENE0) —i—/a Ton) TG F(s)) =: ﬁ(h + Ip).
Na odhad I; pouzijeme (4.4):
F(m)— F(s) > F(m) — F(a) = /amf(u)du > g(m2 —a?®) > gna2.

Preto

/a ds 2
I = <2
0 VF(m)—F(s) 3n
Z (4.4) vyplyva pre s € [a, m]

F(m)— F(s) = /m f(u) du > g(m2 —5%).

Potom

I _/m ds <\/5/m ds o
= VE(m)— F(s) njo vm2—s2 2n
Dostavame

T(m) < ! 2 42 0 pre
m — — Ey— — T n — oQ.
2 \V3n " Vo, P

Cast (i) dokdZeme podobne. Za danych predpokladov existuji c,a > 0 také,
7e
f(u) >cu pre u>a.

Teraz mdzeme zopakovat dokaz (i), pricom n nahradime c a ziskame

T(m)<——|—i pre m > 2a.

V3e  2yc



Na dékaz (iii) zvolme postupnost {e,}, ¢, — 0 a {m,}, m, — oo taku, ze
F(my,) < e,m2. Potom

(m)zl/mn ds > L T ds > L.
V2l JFma) - F(s) T V2 J)o Flma) " Ve

Poznamka 4.2. Z Propozicie 4.2 mozeme robit nejaké zavery o riesitelnosti
rovnice (4.1).

T

e Napriklad, ak f volime ako v Propozicii 4.2 (iii) a spliia (4.3), potom
S je neohranicend pre kazdé L > 0.

o Ak f wolime ako v Propozicii 4.2 (i), potom S = () alebo S # 0 je
ohranicend.

e Ak f(0) =0 a f'(0) > 0 alebo f(0) > 0 (¢o zaruci, Ze limy,_oT(m) <
0o, vid [4]) a f volime ako v Propozicii 4.2 (ii), potom S =0 ak L je
dostatocne velké.

o Ak f(0) = f'(0) =0, ¢o implikuje limy,,—o T (m) = oo (vid [4]) a plati
(4.3), potom S # () pre kazdé L > 0.



5 Dokaz Vety 2.1

Dokaz. Predpokladajme, ze S # (), S je ohrani¢end a v* # 0. Nech m* =
v*(0) je najvicsie rieSenie (4.1). Propozicia 4.1 garantuje, ze (4.2) plati, preto
T(m*+¢) < L pre € > 0. Nech w, je rieSenie zaciato¢nej lohy

Wea + f(w) =0,
w(0) =m* +¢e, w,(0)=0.

Potom existuje prave jedno z. € (0, L) také, ze w.(z;) = v*(x.). Polozme

we(x), |x| < e,
%(x)_{ (x), |«]

v*(z), e <|z| <L.

Pre riesenie u® ulohy (1.1) s ug(z) = () mame ui(x,t) > 0 pre (z,t) €
[-L,L] x (0,T5,,.), kde T%,... < oo maximélny ¢as existencie pre u®, vid
Propoziciu 52.6 v [3]. Teraz lahko vidime, Ze u® nemdze ostat ohranicené,
pretoze potom T¢,.. = oo (pozri Sekciu 16 v [3]) a u®(x,t) — ¢°(x) pre
t — oo, kde Y € S, Y* > v* v (—L, L), vid Lema 53.10 v [3].
Ak ug je ako vo Vete 2.1 (ii), potom pre kazdé 7 € (0, Tnae) existuje € > 0
také, ze u(-,7) > ¢. v [—-L, L] a z porovnania dostavame, ze u je neohrani-
Cené.
Ak f(0) = 0 a S = {0}, tak zdovodnenie trochu zmodifikujeme. V tomto
pripade neexistuje riesenie (4.1), ale dokaz moézeme zopakovat s v* = 0 a
we, ktoré je riesenim

Wey + f(w) =0,

w(0) =¢, w;(0)=0.

Ak S = (), potom nutne f(0) > 0 a rieSenie u tlohy (1.1) s ug = 0 nemdze
ostat ohranic¢ené.
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