CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE

Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska

SVOC 2009

2009 Be. Jitka Hanouskova



CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE
Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska

Katedra matematiky

Be. Jitka Hanouskova

Asymptotické vlastnosti odhada s minimalni
vzdalenosti

Vedouci prace: Ing. Vaclav Kis, PhD.

2009



Podékovani

Na tomto misté bych rada podékovala svému skoliteli Ing. Vaclavu Kisovi, PhD. za po-
skytnuti literatury, velkou vstficnost a cenné rady pri konzultacich dané problematiky;,
Be. Pavlu Hrabdkovi za pomoc s grafikou v programu KTEX a Petru Capounovi za IT
podporu.

Cestné prohlaseni

Prohlasuji na tomto misté, ze jsem predlozenou praci vypracovala samostatné a ze
jsem uvedla veskerou pouzitou literaturu.

V Praze dne 29. dubna 2009

Jméno Prijmeni



Ndzev prace:
Asymptotické vlastnosti odhadii s minimalni vzdalenosti

Autor: Be. Jitka Hanouskova
Obor: Matematické inzenyrstvi

Vedouct prace: Ing. Vaclav Kis, PhD., Katedra matematiky, Fakulta jaderna a fyzikalné
inzenyrska, Ceské vysoké uceni technické v Praze

Abstrakt: Tato diplomova préace studuje konzistenci a fad konzistence v L;-normé odhadu
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rodinu hustot za kterjch je Kolmogorovsky odhad konzistentni ¥adu n~/? v L;-normé
a také ve stfedni hodnoté L;-normy. Jako disledek odvodime tad konzistence pro odhady
s minimalni diskrepan¢ni a Lévyho vzdalenosti. Teoretické vysledky ovérime simulaci.
Na prikladech porovname vysledky teorie stupné variace a jejiho zobecnéni s vysledky
Vapnik—Chervonenkisovi teorie a Yatracosovy teorie pro konzistenci odhadt s minimalni
vzdalenosti.
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Uvod

Tato prace se zabyva odhady pravdépodobnostnich hustot s minimélni vzdalenosti a
rfadem jejich konzistence v Ly—norme a jeji stfedni hodnoté. Nejvétsi cast prace se vénuje
odhadim s minimalni Kolmogorovskou vzdalenosti. Déle se zabyvame odhady s min-
imalni zobecnénou Kolmogorov—Smirnovovou, Lévyho Cramer—von Mises a diskrepanc¢ni
vzdalenosti. Kolmogorovské odhady pravdépodobnostnich hustot patfi mezi neparame-
trické odhady, z nichz nejznaméjsi jsou histogram nebo jadrovy odhad. Pro hustoty
s omezenym nosicem je pro histogram dokazana konzistence fadu n~/? ve st¥edni hod-
noté L;—normy (viz napf. [2]). Pro tfidu dvakréat diferencovatelnych hustot s omezenym
nosi¢em je zndma konzistence jadrového odhadu fddu n=2/° v L;—normé (viz napi. [2]).
V ¢lanku [11] byla dokéazana konzistence Kolmogorovskych odhadii fadu n='/2 v L1—normé
i jeji stfedni hodnoté za predpokladu lokalni dominance a déle byla dokazana postacujici
podminka pro splnéni této dominance. V této praci zobecnime teorii z ¢lanku [11], jako
disledky teorie stupné variace a vzajemnych vztaht riznych vzdalenosti mezi pravdé-
podobnostnimi mirami odvodime tad konzistence pro odhady s minimalni Lévyho a
diskrepancni vzdalenosti. Teoretické vysledky ovérime simulaci. Nasledné se budeme véno-
vat dalsim dvéma teoriim poskytujicim podminky pro konzistenci odhadt s minimalni
vzdalenosti. A to Vapnik-Chervonenkisové teorii a jejim vysledktim pro konzistenci odha-
d@t s minimalni zobecnénou Kolmogorov—Smirnovovou vzdalenosti a Yatracosové teorii.
Vysledky vsech pristupt porovname na prikladech.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Zavedme znadeni, které budeme v préaci pouzivat. Bud (X,.A) méfitelny prostor s
mnozinovou o —alaebrou A a P(&X, A) mnozina pravdépodobnostnich mér na (X', A) (déle
jen P pro neparametricky pripad, {Py, 0 € O} pro pripad parametricky bude-li to tfeba
zvyraznit). Necht A je o—finitni mira na (X, .4). Dale malymi pismeny f,g,... budeme
znacit hustoty pravdépodobnosti a velkymi pismeny F, G, ... jim odpovidajici distribu¢ni
funkce, pokud budou existovat.

Budte Xi,..., X, stejné a nezavisle rozdélend pozorovani na P € P, symbolem F,,
budeme oznacovat empirickou distribu¢ni funkeci zalozenou na (X, ..., X,)
1 n
Fn(x) = EZI{XJ'S"T} (11)
j=1
a symbolem v, (A) budeme oznacovat empirickou distribuci zaloZenou na (X, ..., X,)
1 n
vn(A) = — EI{X]EA} JAE A, (1.2)
j:

kde Iyx,<.) je indikator jevu X; € (—oo, z] a Iyx,cay je indikdtor jevu X; € A.

Definice 1. Odhad f, hustoty f, pfipadné odhad @ parametru # nazjvame odhadem s
minimalni vzdalenosti d pravé tehdy, kdyz plati

o~

fo = argglelgd(P,yn) s. J. (1.3)
0 = argrggéld(Pg,un) S.Jos (1.4)

kde d je dana vzdalenost na P a O je pfislusny parametricky prostor.

Definice 2. Rikame, 7e odhad fn hustoty f € je konzistentni v dané p,; vzdalenosti,
respektive v jeji stiedni hodnoté€, praveé kdyz pd(ﬁ, f) — 0 skoro jisté, respektive kdyz
Epd(fn, f) — 0. Rikédme, 7e odhad . je konzistentni fadu r, — 0 ve vzdalenosti pa,
respektive v jeji stfedni hodnoté pravé tehdy, kdyz pd(]/”;7 f) = Op(rn), respektive kdyz
Epa(fn, ) = O(rn).



A symboly O(r,,) a O,(r,) jsou definovany nésledné.

Definice 3. Budte funkce f(z),g(x) : R — R. Rikdme, %e f se chova jako g, znacime
f(z) = O(g(x)), pravé kdyz

(3K > 0)(Vz € R) 'M

g(z)

Definice 4. Bud (X,,)S° posloupnost ndhodnych veli¢in. Rekneme, 7e je omezend v prav-
dépodobnosti, oznac¢ime X,, = O,(1) pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuji konstanty
M a ng takové, ze

<K. (1.5)

P(|X,| > M) <e, Vn >ng. (1.6)

Obecnéji, pro dvé posloupnosti nahodnych velic¢in (X)) a (Y,,);° symbol X,, = O,(Y,)
znamena, ze X, /Y, = O,(1).



Kapitola 2

Statistické vzdalenosti a divergence

V této kapitole kratce zminime nékteré statistické vzdalenosti a jejich vzajemné vztahy,
které se ndm budou dale hodit. V této c¢asti budeme jiz specifikovat o jaké meétitelné
prostory se jedna. Pokud X bude metricky prostor budeme jej povazovat za méfitelny s
Borelovskou o—algebrou B.

2.1 Nerovnosti mezi pravdépodobnostnimi
vzdalenostmi

Pro X omezeny metricky prostor ozna¢me diam(X') = sup {d(z,y) : x,y € X}, kde d
je metrika na X. Pro jednotlivé vzdalenosti pouzivame nésledujici oznaceni.

’ oznaceni \ vzdalenost ‘

deeyr Cramer—von Mises vzdalenost
dp Diskrepance

dy Hellingerova vzdalenost

dy Relativni entropie

di Kolmogorova metrika

dr, Lévyho metrika

dp Prochorova metrika

dg Separacni vzdalenost

drv Vzdalenost v totalni variaci
dw Wassersteinova metrika
dy2 x?—vzdalenost

Tabulka 2.1: Zkratky pro metriky pouzité ve schématu na Obrazku 2.1

Separacni vzdalenost

e definovana na X libovolném spocetném prostoru

ds(P,Q) = max (1 — 58)

e definice:
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e neni metrika

Relativni entropie (Kullback-Leiblerova divergence)
e definovana na & libovolném méfitelném prostoru

e definice: pokud f,g jsou hustoty odpovidajici pravdépodobnostnim miram P, Q)
s ohledem na dominujici miru A

/
4:(P.Q) = [ flog (—) ax,
X/ g

s konvenci Olog(g) = 0 pro vSechna redlna ¢ a plog(¥) = oo pro vSechna realnd
nenulova p, kde supp(P) je nosi¢ miry P na X

e neni metrika

x2-vzdalenost
e definovana na & libovolném méfitelném prostoru

e definice: pokud f,g jsou hustoty odpovidajici pravdépodobnostnim miram P, Q)
s ohledem na dominujici miru A

dy2(P,Q) := /(f;fgyou,

kde supp(P) a supp(Q) jsou nosi¢e mér P a () na X

e neni metrika

Vzdalenost v totalni variaci
e definovana na & libovolném méfitelném prostoru
e definice:

drv(P,Q) := 2sup |[P(A) — Q(A)]
AcA

a pokud f, g jsou hustoty odpovidajici pravdépodobnostnim miram P, () s ohledem
na dominujici miru A, pak plati

Ao (P.Q) = /X 1~ gldx

Hellingerova vzdalenost

e definovana na & libovolném méfitelném prostoru
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e definice: pokud f,g jsou hustoty odpovidajici pravdépodobnostnim miram P, Q)
s ohledem na dominujici miru A

R A

Diskrepance
e definovana na X’ libovolném metrickém prostoru
e definice:

dp(P,Q) := sup [P(B) = Q(B)],

BeB

kde B je mnozina vSech uzavienych kouli v X

Prochorovova (nebo Lévy-Prochorovova) metrika
e definovana na X’ libovolném metrickém prostoru
e definice:
dp(P,Q) :=inf{e > 0: P(B) < Q(B°) +¢, pro VB € B},

kde B = {z : ing d(x,y) < e} a d je metrika daného prostoru X
ye

Wassersteinova (nebo Kantorovichova) metrika
e definovana na R, nebo X libovolném metrickém prostoru

e definice: pro X = R necht F, G jsou distribuc¢ni funkce ptislusejici mirdm P, Q:
w(P.O) : / F(z) — G(x)|da,

pro metricky prostor:

w(P,Q) = sup {

hdp — / hdv| : h splijici |h(z) — h(y)| < d(:v,y)} )
X x

kde h je zobrazeni X — R

Lévyho metrika
e definovana na R
e definice:
dp(F,G):=inf{e >0:G(r —¢) —e < F(z) <Gz +¢)+¢e:VreR},
kde F, G jsou distribu¢ni funkce k P, )
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Pokud P, () jsou pravdépodobnostni miry na R je zvykem vyjadifovat nésledujici vzdale-
nosti jako vzdéalenost mezi jejich distribu¢nimi funkcemi F), G.

Kolmogorovova metrika
e definovana na R
e definice:

dx (P, Q) := Sup |F(z) — G(z)],

kde F, G jsou distribu¢ni funkce k miram P, (). Tuto metriku je mozno ekvivalentné
definovat podobnym zptisobem jako je definovana Lévyho metrika:

dg(P,Q) =inf{e > 0: F(z) —e < G(z) < F(z) + ¢,V € R}

Cramer—von Mises
e definovana na R

e definice:

2
delF.G) = [ (F@) - G@) fla)d,
R
kde F, G jsou distribu¢ni funkce prislusejici k P, Q)

e neni metrika

Zminme nyni omezeni platnosti nerovnosti mezi jednotlivymi vzdalenostmi, podrobnéji
viz ¢lanek [6].

Kolmogorova a Lévyho metrika
Pokud je distribuc¢ni funkce GG absolutné spojita vzhledem k Lebesqueové mire, pak plati
nerovnost:

di(F,G) < (1 + sup |G’(q:)|> dr(F,G).

Prochorovova metrika a diskrepance
Bud X libovolny metricky prostor a () libovolna pravdépodobnostni mira spliiujéci

Q(B° < Q(B) +¢(e)),

pro vSechny koule B a néjakou zprava spojitou funkci ¢. Potom pro kazdou pravdépodob-
nostni miru P plati, ze

dD(Pa Q) S dP<P7 Q) + ¢<dP(P7 Q))

Wassersteinova metrika a totalni variace
Pokud je X konecnd mnozina pak plati

dmin : dTV(Pa Q) S dW(P7 Q) )

kde din = min{d(z,y) : x,y € X,z # y} a d je uvazZovand metrika na X

13



Relativni entropie a totalni variace
Pro spocetny prostor X’ plati nerovnast

d](PvQ)

dT\/(P? Q) S 9

Hellingerova a x?—vzdalenost
Obecné plati

dH(PaQ) < \/54 dXQ(PuQ)ﬂ

pokud mira P dominuje miru @) (ozn. P < @) prejde vySe zminénd nerovnost na
dn(P,Q) < \Jd(P.Q).

x2—vzdalenost a totalni variace
Pro spocetny prostor X', nebo pro spojity prostor X pokud mira P dominuje miru () plati

i (P.Q) < 20D

Kolmogorova a Cramer—von Mises vzdalenost

desi(F, Q) = / (F@) . G(x))Qf(x) da < /sup|F(:1:) ~ G(2)|f(x) dz

zeR

= dx(F,G) / f(a)dz = dw(F, G).

Ostatni nerovnosti (viz néasledujici schéma) mezi pravé zminénymi vzdalenostmi plati bez
omezeni (viz. [6]).
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d g d I osllte) | d 2 nemetrické

X vzdalenosti
= VT /2
Va2 . P<o | v
x P o
dry —_— dpg
T diamX - x
x/dmin
na
o) d - d metrickych
dp |—— fie
D P (diamX +1) w prostorech
2x N
" (14sup |Gz

Obrazek 2.1: Schéma vztahti mezi pravdépodobnostnimi vzdalenostmi. Sipka z pole d4 do
pole dp s prifazenou funkei h(z) a pfipadnym omezenim znamend, e za danych omezeni
plati d4 < h(dp). Argumenty pravdépodobnostnich vzdalenosti jsou miry P, (Q, omezeni
P dom () znamend Ze dana nerovnost plati pouze pokud mira P dominuje miru (). Dalsi
znaceni a omezeni platnosti jsou zminéna v popisu jednotlivych vzdalenosti.

2.2 ¢-divergence

Pro Gplnost zminme jesté celou tfidu vzdalenosti, tzv. ¢-divergence. Nékteré konkrétni
¢-divergence byly jiz zminény v pfedchozi ¢asti. Zavedme nyni ¢-divergence obecné a uved-
me nékteré jejich (pro nas dulezité) vlastnosti.

Definice 5. Budte P, Q € P pravdépodobnostni miry absolutné spojité vzhledem k mire
A a ozna¢me f = dP/d\ a g = dQ/d)\ Radon-Nikodymovy derivace P, @ podle A. Potom
¢-divergence mezi dvéma pravdépodobnostnimi mirami P, () je definovana vztahem

g(x)p <@) d\(z), ¢ed, (2.1)

Do(P.Q) = / g(x)

X

15



kde ® je t¥ida vSech funkci ¢ : (0,00) — R konvexnich na (0,00) a ostfe konvexnich
vit=1s ¢(1) = 0. Na hranici oteviené oblasti p,q > 0 rozsifujeme definici takto:

qo(p/q) = qtlir(l)q ¢(t) prop =0 a ptlim((b(t)/t) pro ¢ = 0. Pro dalsi postup oznacme
S04 —00

limitu ¢(0) = lim ¢(t)
t—04

Nésledujici tabulka nabizi prehled vyznamnych divergen¢nich mér, které jsou special-
nimi pripady ¢-divergenci.

| ¢(2) | Divergence (autor) |
rxloger —x+1 Kullback-Leibler
—logzr+2—1 Minimalni informacni rozdil
(x —1)logx J-divergence
—(z —1)? Pearson, Kagan
—1)2
(x=1) Balakrishnan a Sanghvi
(x+1)?
—x® —1)+1
vt i(x )+ , s # 1 Rathie a Kannappan
—s
l—z (142" -l r>0 Harmonicky primeér
2 2 ’ (Mathai a Rathie)
1 — 2
1 —2) 0<a<l Rukhin

26+ (1 —a)x)’
arlogr — (ax +1—a)log (ax + 1 — a)

0,1 | Li
(1= a) ,a#0, in
M \ -1

L /\ZC)\ n 1()I ) s AFE0,—1 Cressie a Read

1—27"* 0<a<1 Matusita
x — divergence radu a
Vajd

1o a>1 (Voda)
Totalni variace pokud a = 1
(Saks)

Tabulka 2.2: Vyznamné divergencni miry

V [15] je dokdzany odhad hodnot ¢—divergenci v nésledujicim znéni.

Véta 1. Pro kaZdé dvé pravdépodobnostni P, Q) plati

0 < Dy(P.Q) < 6(0) + lim @, (2.2)
kde
Dy(P.Q) = 6(0) + lim 7). 23)

pokud suppP N supp@ = 0.

Nésledujici véta (viz [12]) poskytuje horni odhad hodnot ¢—divergrnce pomoci totalni
variace.
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Véta 2. Pro vsechna ¢ € ® plati odhad

0< Dy(P,Q) < (¢(o) + lim . (2.4)

r—oco T

¢(7“)> drv (P, Q)
2

Lemma 2 z ¢lanku [7] poskytuje jiny odhad hodnot ¢—divergence pomoci totalni
variace.

Véta 3. Pokud ¢ € g pak pro vsechny miry P, Q) € P plati

0 S D¢(P,Q) S C¢dTV<P7 Q)?

kde ®y C ® wSech ¢(x) striktné konveznich v bodé x = 1, Lipschitzovskych na (0,00) a
takouvych, Ze ¢(x) — xp(1/z) je linedrni na (0,00), ¢, < 00 je lipschitzovskd konstanta
funkce ¢.

Pro nas budou zajimavé takové ¢p—divergence, které splnuji predpoklady véty 3, nebo
ty, které splnuji
¢(r)

((25(0) + lim —) < 00,

r—oo T

protoze v podkapitole 4.4 odvodime konzistenci a fad konzistence Kolmogorovskych odhadi
v téchto vzdalenostech.
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Kapitola 3

Neparametrické odhady hustot
konzistentni ¥adu n~1/2 v L{—normeé

V této kapitole shrneme poznatky z ¢lanku [11], které budeme v néasledujici kapitole
zobecnovat. V nasledujicich kapitolach budeme uvazovat pouze redlny méritelny prostor
s borelovskou o—algebrou tedy (X,.A) = (R, B) jinak ostatni znaceni ziistava bezezmény.
Symbolem F ozna¢me mnozinu vSech distribu¢nich funkei odpovidajicich mirdm z P.
(F(z) = P(X < z) a F) jeji podmnozinu odpovidajici miram absolutné spojitym vzhle-
dem k mife \. Ozna¢me D, mnozinu v Banachové prostoru L; (IR, d\) obsahujici hustoty
odpovidajici distribu¢nim funkcim z Fy, D jeji libovolnou neprazdnou podmnozinu a F
podmnozinu F), obsahujici distribu¢ni funkce odpovidajici hustotdm z podmnoziny D.

Daéle uvazujme libovolnou merickou vzdalenost d na P, ta definuje psedometriku pgy
na D, timto zptsobem: p4(f,g9) = d(P,Q), kde P,) € P a jim odpovidajici distribu¢ni
funkce F,G € F) a f,g € D, jsou odpovidajici hustoty. Prejdeme-li k faktorprostoru,
jehoz prvky jsou tiidy ekvivalence (f ~ g < pa(f, g) = 0), stane se p; metrikou na tomto
prostoru. Takto vznikly metricky prostor budeme i nadale znacit D,.

3.1 Konzistence v Li;-normeé

Definice 6. Rekneme, 7e px dominuje pry na D (oznacime pg = pry) pravé tehdy, kdyz
pro kazdou posloupnost f, f1, fo, -+ € D konvergence f, — f v px pro n — oo implikuje
konvergenci f, — f v prv.

Definice 7. Rekneme, Ze px stejnomérné dominuje pry lokdlné vzhledem k px na D
(oznaéime pg =" prv/pK) pravé tehdy, kdyz pro kazdou hustotu g € D existuje ¢ > 0 a
Kolmogorovské okoli hustoty g, Bx(g) C D takové, ze pk(f,g) > cprv(f, g) pro vSechny
f € Bk(g).

Pozndmka 1. PovS§imnéme si, Ze z px =" prv/px = px = prv a Ze opa¢nd implikace
neplati.

Véta 4. Necht px = pry na D, potom kazdy Kolmogorovsky odhad hustoty z D je konzis-
tentni v Li-normé. Pokud px >=* prv/pkx na D, potom kaZdy Kolmogorovsky odhad hus-
toty 2 D je konzistentni s rychlost{ Fadu n='/? v Li—normé.

Véta 5. Necht px =" prv/pi na D, potom vsechny Kolmogorovské odhady fn hustot z D
jsou konzistentni s rychlosti ddu n='/? ve stiedni hodnoté Li—mnormy.
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Dtikazy téchto vét zde nebudeme uvadeét, protoze v nasledujici kapitole budou dokaza-
ny jejich zobecnéné podoby. Diikazy lze najit v [11]. Navic technika dikazti zobecnénych
a puvodnich vét je podobna.

3.2 Stupen variace

Nasledujici priklad ukaze, ze dominance px = pry a px =" prv/px na D nejsou
splnény automaticky na libovolné rodiné D C D,.

Priklad 1. Bud D C D, obsahujici rovhomérnou hustotu ¢ na uzavieném intervalu
[0,2]. Oznacme d,, délku subintervalu pii rovnomérném rozdéleni intervalu [0,2] na 2"
disjunktnich intervalt (tj. d,, = 5= 527 ). Piedpokladejme, ze D obsahuje posloupnost f,
definovanou pro kazdé n € IN vyrazem

2sin®(r(22"1 — 2k))  x € [2kd,,, (2k + 1)d,)]
— n—1
Fo(z) = kE=0,1,...,2"" -1 (3.1)
0 jinde na R.

Lze snadno ukazat, ze f,, jsou hustoty pravdépodobnosti. Pro vzdalenosti pry a px plati
nasledujici odhady

prv fn7

pK (fn;g9) = sup

z€(0,2]

coz odporuje obéma dominancim px > prv a px =" prv/px na D soucasné.

Budeme tedy formulovat podminky, za kterych rodina D C D, vyhovi podminkam
dominance pfedpokladanym ve vétach 4 a 5.

Je znamo, Ze kazda dvojice hustot f, g € D, definuje finitni miru v s hustotou = f—g.
Tato mira Je rozdllem dvou finitnich mér na (R, B), horm variace v a dolni Varlace v
s hustotami 9= (f —g) ™ =max{0, f—g} a v~ s hustotou & = (f—g)~ = max{0,g— f}.
Lze snadno overlt ze prv(f,9) =2vT(R) =2v"(R) VY f, g E D,.

Definice 8. Rekneme, %e A € B separuje v a v, pravé kdyz plati bud v*(A) = v (R)
v (R—A)=v"(R),anebo vT(R—A)=vT(R)av (A) =v (R).

Horni a dolni variace v+ a v~ jsou vzdy separovany nosi¢em horni variace v*, neboli
mnozinou A={z € R: (f—g)* > 0}. V nasledujici definici se budeme zajimat o specilni
formu nosice A a R — A.
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Definice 9. Budte f,g € D,. Potom stupeni variace DV (f,g) € [0,+0o¢c] je definovan
jako DV (f,g) = 0, kdyz A separuje v™ a v~ a A(A) = 0. Jinak

DV (f,g) = inf {mE]N: A= UJJ’ A separuje v, 1/_}, (3.4)
j=1
kde Ji, ..., Jn jsou neprazdné intervaly v R. Je-li minimalizovan& mnozina prazdna, tj.

neexistuje-li zidné m s pozadovanymi vlastnostmi, pokladdme DV (f,g) = +oc.

Korektnost definice je lehce ovéfitelna. Vidime, ze DV (f,g) = 0 pravé tehdy, kdyz
f je rovno g skoro vsude vzhledem k mite A, tj. pravé tehdy, kdyz odpovidajici distribuc¢ni
funkce F' a G jsou stejné. Definice je symetrickd vaci f a g, tj. DV(f,g) = DV (g, f). Pii-
pad DV (f, g) = +o0 znamend, ze rozdil f(x)—g(z) méni znaménko nekoneéné mnohokrat
na R. Pro nenulovy koneény stupeti variace DV (f,g) mtze byt pocet znaménkovych
zmén rozdilu f — g redukovan vhodnou volbou hustot f a ¢ na mnozinach \ nulové miry
na 2DV (f, g), pokud vSechny intervaly 7; v definici 9 jsou omezené, nebo na 2DV (f, g)—1,
pokud jeden z intervalti J; je neomezeny. (Opravené tvrzeni z ¢lanku [11], detailnéji viz
Dodatek 6.2.)

Definice 10. Pro danou f € D C D) a § > 0 definujeme lokalni stupen variace LDV;(f)
hustoty f vzhledem ke Kolmogorovské vzdalenosti v D jako:

LDV;(f) = sup {DV(f, 9): g€ Brs(f)N D}, (3.5)

kde Bk s(f) je Kolmogorovska koule v D o poloméru ¢ se stifedem v f. Je-li § = 400,
interpretujeme LDV, (f) jako stupeii variace f € D v rodiné D.

Véta 6. Bud D C D, a necht pro kaZdou hustotu f € D existuje &5 > 0 takové, Ze
LDVs(f) < +oo. Potom pg stejnomérné dominuje pry lokdlné vzhledem k px na D

(px =" prv/pK )

Dtikaz této véty zde nebudeme uvadét, protoze v kapitole 4 bude dokazana obecnéjsi
véta.

Definice 11. Stupném variace DV (D) rodiny D C D, nazveme

DV(D) = sup{DV(f, 9):fge D}. (3.6)

Pozndmka 2. Pro vSechny f € D a § > 0 plati nasledujici nerovnosti mezi jednotlivymi
stupni variace
LDV;(f) < LDV(f) < DV(D). (3.7)

Tedy podle dosud uvedené teorie kone¢nost stupné variace kazdé hustoty f € D nebo
konecnost globélni charakteristiky DV (D) implikuje, ze vSechny Kolmogorovské odhady
hustot z D jsou konzistentni ¥adu n~/? v Li-normé a ve stfedni hodnoté L;-normy. Vsim-
néme si, ze neni treba pozadovat zadnou hladkost nebo dodatecné predpoklady na chvosty
funkei (jako napf. omezenost nosice nebo pozadavky na rychlost klesani v nekoneénech)
v rodiné D. Navic kone¢nost globalni charakteristiky DV (D) nam dovoluje vyhodnotit
pravdépodobnost P(v/npry (fu, f) = k) nebo E(v/npry (fo, f)) stejnomérnd pro viechny
f € D, protoze konstanta ¢ > 0 vystupujici ve vété 4 a 5 je nezavisla na skutecné hustoté
feD.
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Kapitola 4

Zobecnéni

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze z predpokladu px =" prv/pK plyne konzistence
fadu n=/? v Li-normé a jeji stfedni hodnoté. Véta 6 nam dava postacujici podminku
pro splnéni dominance predpokladané ve vétach 4 a 5. Tato podminka nas vSak omezuje
jen na hustoty g € B (f), pro které rozdil f — g méni znaménko jen kone¢né mnohokrat
na mnozinach A nenulové miry. To znamena, Ze budeme-li ovéfovat dominanci pomoci
véty 6 ziskdme konzistenci jen pro Kolmogorovské odhady, pro které rozdil f,, — f méni
znaménko jen konecné mnohokrat.

Cilem této kapitoly je zobecnit teorii pfedeslé kapitoly tak, abychom v konecném
dusledku dokazali, Ze i Kolmogorovské odhady, pro které LDVj(f) neni koneény (tedy
rozdil ﬁl — f mliZze ménit znaménko nekonené mnohokrat) jsou konzistentni v L;-normé
a jeji stfedni hodnoté. Za timto ucelem zavedeme nové typy dominanci a dalsi teorii
budeme budovat podobnym zptsobem jako v ¢lanku [11].

4.1 Konzistence v Li;-normé za obecnéjsich
predpoklada

Definujme zobecnéni dominanci z kapitoly 3 ve stejnomérné i nestejnomérné podobé.

Definice 12. Rekneme, Ze px asymptoticky dominuje pry fadu a, lokalné s ohledem na
px na D (oznacme pg 7 prv/pk (a, — 0)) pravé tehdy, kdyz (Vf €D) (IBx(f)) takové,
ze (v(fn)?OEBK(f% fn - f v PK) (El C>0) tak? ze

oK (fas £) = corv(fa, f) — an, (4.1)

kde Bg(f) je Kolmogorovské okoli hustoty f a a, je nezdporné posloupnost spliujici

lim a, =0.
n—-+00

Definice 13. Rekneme, 7e px asymptoticky stejnomérné dominuje pry ¥adu a,, lokalné
s ohledem na px na D (ozna¢me px =" prv/px (a, — 0) ) pravé tehdy, kdyz (V f € D)
(3 ¢>0) @Bk(f)) (V(fa)i” € Be(f), fn — [ v pi) tak, Ze

pi(fur ) = cprv (fa, f) — an, (4.2)

kde Bk (f) je Kolmogorovské okoli hustoty f a a,, je nezdporna posloupnost a lim a, =0.

n—-+o00
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Poznamka 3. Je ztejmé, ze plati:

pr 2" prv/pk (an — 0) = px Z prv/px (an — 0). (4.3)

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze predpoklad f, — f v pi je zbytecny, ale protoze
tuto teorii budujeme pro Kolmogorovské odhady, které jej spliuji, neni pro nas omezujici.
A navic kdyby byl tento pfedpoklad vypustén, definice 13 by se stala ekvivalentni s
definici 7. Toto tvrzeni dokazeme.

Tvrzeni 7. Vyroky A a B jsou ekvivalentnd.
A: (VfeD) (ABY(f) € D) a (3 ¢1>0) takovd, Ze (V(f,)° € B (f)) plati
pi(fu, [) = ciprv(fn, ) — an, kde a, je nezdpornd posloupnost a lim a, = 0.

n—+0o
B: (VfeD) (3 Bg)(f) C D) a (Jez > 0) takovd, ze (Vg € Bg)(f)) plati
pr(f,9) > caprv(f,g) (oznacme px = prv/px)-

Diikaz. Implikace B = A je zfejma, za posloupnost a,, ve vyroku A muzeme volit napiik-
lad posloupnost konstantné nulovou a Bg) = B}?), 1 = Co.

Pro dukaz implikace A = B zvolme libovolné pevné f € D, posloupnost z vyroku A
volme konstantni, ale jinak libovolnou.

Tedy f, = g, n € N, kde g € Bg)( f) N'D je libovolné. Podle vyroku A k posloupnosti
(fn)° existuje ¢; > 0, Ze plati:

p(fn, ) Z cprv(fo, f) = an, Vn €N (4.4)

To pro nasi konkrétni volbu posloupnosti znamena

pr(9, f) > ciprv(g, [) —an, VYneN (4.5)

a limitnim prechodem n — oo ziskavame
pr(g. f) > ciprv(g. f),  pro libovolnou g € B ND. (4.6)

Polozime-li B = BY) a ¢; = ¢,, je implikace A = B dokézana. m

Vidime tedy, ze tento predpoklad se bez ndhrady vypustit neda. Ale dfive nez jsme
zacali rozebirat predpoklady, bylo tfeba ukazat, ze definice 12 je zobecnénim definice 7.
Diky dikazu predeslého tvrzeni nam k dokazani obecnéjsiho charakteru definice 12 staci
zkonstruovat piiklad rodiny D, na které neni splnéna dominance px > prv/pk, ale je
splnéna dominance px 2= prv/pK (@, — 0).

Pt¥iklad 2. Necht rodinu D tvoii rovnomérnéa hustota g na intervalu [a,b] a funkce fh
definované vztahem

hsin(n’m(z — d)) + 7~ z€ld,d+ 2]
@) =1 4 v€la,d)U(d+ 2,0] (4.7)
0 jinde na R,

kde n €N a konstanty d, h splituji podminky d€[a,b—2], 0 < h < ﬁ )
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Snadno ovéfime, ze f&" jsou hustoty pravdépodobnosti. UkdZeme, 7e na této rodiné D
je splnéna dominance px 7~ prv/px (a, — 0), ale neni splnéna dominance px > prv/pk-
Totiz

x d+1/7’L2
2h
pr(fE", g) = sup /(fﬁ’h - 9) dx) = / hsin(n’r(z — d)) dr = ——, (4.8)
zeR nem
—00 d
4h
prv( ,9 / |fdh gldz = i (4.9)

coz odporuje dominanci pg > prv/pr. Ale dominance px 77 prv/px (a, — 0) je splnéna

napt. pro volbu posloupnosti a, = % — % a konstanty ¢ = 1 v definici 12.

Rodinu D v piikladu by bylo mozné zna¢né rozsifit (aby neobsahovala pouze jednu
posloupnost) uvolnénim konstant d, h. Rodina by pak obsahovala kromé posloupnosti
konvergujicich pro n — oo ke g také posloupnosti konvergujici pro d — d nebo pro
h — h Pak by se diskuse vsech konvergentnich posloupnosti zZ okoli libovolné hustoty stala
obecnéjsi podobu véty 4 a veéty 5. K jejich diikaziim budeme potrebovat Glivenko—Canteli
Teorém (viz napi. [3]) a odhad, ktery dokazali Dvoretzky, Kiefer a Wolfowitz a vylepsil
Massart.(viz napf. [3]).

Véta 8 (Glivenko-Canteli ). Budte X1, ..., X, stejné a nezdvisle rozdélené redlné nahodné
veliciny s distribucni funkcei F(x) = P(X; < z) a F,(x) je empirickd distribucni funkce.
Potom pro kazZdé € > 0 plati

z€R

P <Sup |F(z) — Fu(2)| > 5) < 8(n+ 1) exp (‘5282> .

Véta 9 (Dvoretzky, Kiefer a Wolfowitz ; Massart)). Budte X, ..., X, stejné a nezavisle
rozdélené redlné ndhodné veliciny s distribucni funkci F(x) = P(X; < x) a F,(x) je
empirickd distribucni funkce. Potom pro kaZdé n € N a € > 0 plati:

P (i}elﬂlg |F(z) — Fp(x)| > 5) < 2exp (—2ne?).

Véta 10. Necht px 7= prv/pk (a, — 0) na D, potom kazZdy Kolmogorovsky odhad hustoty
2 D je konzistentni v Ly-normé. Pokud navic a,, = o(n='/?), potom Kolmogorovsky odhad
hustoty z D je konzistentni vddu n~'/? v Ly-normé.

Diikaz. 1. Konzistence:
Bud f,, libovolny Kolmogorovsky odhad hustoty f z D. Potom

px (s f) = K(Fy, F) < K(Fy, F)) + K(F,,F) < 2K(F,,F)  si. (4.10)

Prvni nerovnost plyne ze symetrie Kolmogorovské vzdéalenosti a trojihelnikové nerovnosti
a druha nerovnost z definice Kolmogorovského odhadu.

Déle z Glivenko—Canteliho teorému vime, ze K(F,, F) — 0 s.j., a tedy podle posledni
nerovnosti pK(ﬁ, f) — 0s.j., z ¢ehoz plyne,

(VBx(f£))(3@no)(¥n > no)(fu € Bk () si. (4.11)
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Pouzitim predpokladu px 5 prv/pr (a, — 0) dostavame

pr(Fus ) = cprv(Fur ) — an, Vn > ny, (4.12)

odkud limitnim pfechodem n — oo

0> CnETfoo prv(Fur ). (4.13)
Protoze Vf,g € D je prv(f,g) > 0, ziskdvame z limity seviené posloupnosti

Jim prv(fas f) =0, (4.14)

coz dokazuje konzistenci v L;-normé.

2. Konzistence fadu n—1/2:

S vyuzitim pfedpokladt a vysledku bodu 1 odhadujme pro kazdé n > ng a k > 0

P (Vaprve(Fu 1) 2 ) < P (Valpr(Fus 1) + an) = ck)
< P(\/E(ZK(Fn, F)+ay) > ck:) (4.15)

k - Un
—p (K(FH,F) > ﬂ) .
2v/n
Je-li a, = o(n_l/Q), pak existuje takové ny, ze pro vSechna n > n, plati, ze %ﬁ > 0
pro vSechna k. Tedy na posledni vyraz lze pouzit odhad z véty 9 (Dvoretzky, Kiefer
a Wolfowitz; Massart). Pak ziskavame

P(Vipry (Jur ) 2 k) < 2exp (_M)
= 2exp (—w) <e. (4.16)

Odhad plati pro v8echna k a pro vSechna n > max{ng, n;}, coz dokazuje konzistenci fadu
n~Y2 v Li-normé. O

Véta 11. Necht px 7 prv/pk(a, — 0) na D. Potom kazdy Kolmogorovsky odhad ]/C;
hustoty f z D je konzistentni ve stredni hodnoté Lq-normy. Pokud navic a, = 0(n‘1/2),
potom kazdy Kolmogorovsky odhad hustoty f z D je konzistentni vdadu n~'/?
hodnoté Li-normy.

ve stredni

Dukaz. 1. Konzistence:
Pro dtikaz konzistence ve stfedni hodnoté Li-normy je tfeba ovérit, ze

dim Epry(fu, f) = 0. (4.17)

Piitom vime, e f, — f v px, tzn. (VBk(f))(3ng) (Yn > no)(ﬁ € Bg) s. j. Odhadujme
tedy pro kazdé n > ng

Eprv(fa, f) <

[

E(px(fu. f) + an) = %E,OK(};L’ f)+ %” (4.18)
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Z dikazu prvni ¢asti véty 10 vime, Ze pK(ﬁ, f) <2K(F,, F) s.j., dale tedy odhadujeme

1 N n 2 n
—Ep(fur /) + 2 < ZEK(F,, F) + =
c c c c
2 T ap
_ —/P(K(Fn, F) > u)du+ & (4.19)
c c
r 2
< - /exp —2nu? du+—:— 1—!—%,
c c cl\ 2n c

0

kde posledni nerovnost plyne z véty 9 (Dvoretzky, Kiefer a Wolfowitz; Massart). A protoze
vzdalenost v totalni variaci je vzdy nezaporna, dostavame z predchozich odhadt nerovnost

~ 2 | an,
0<F ) < =y —+—, 4.20
< Eprv(f f)_c 2n+ - (4.20)
ze které limitou seviené posloupnosti ziskavame
nETmEpTv(ﬁ,f) =0. (4.21)

2. Konzistence fadu n=1/2

Pro dtikaz konzistence fadu n='/2 je t¥eba ukézat, ze

Epry (fa, f) = O(n™'/?). (4.22)

Budeme proto odhadovat stejnym zptisobem jako v prvni ¢asti dikazu. Tim ziskame
nasledujici nerovnost:
o0

/ exp ( “”\F \/7 . (4.23)

0

er&

\/_EIOTV fn7

Protoze a,, = o(n~'/?), existuje konstanta K tak, Ze

IVnas| < K, ¥neN, (4.24)

a tedy R
VnEprv(fu, f) < const., (4.25)
coz dokazuje konzistenci fadu n~'/2? ve st¥edni hodnoté L;-normy. O

4.2 Parcialni stupen variace

Stejné jako v podkapitole 3.2 zjistujeme, Ze dominance pyx = prv/px (a, — 0) neni
splnéna na libovolné rodiné D C D,. Za ptiklad, ktery by to ukazal, mizeme znovu pouzit
piiklad 1. Pfipomenme si jeho znéni.

Hustoty pravdépodobnosti z rodiny D byly definovany pbedpisem

2sin®(w(22"~! — 2k))  pro z € [2kd,, (2k + 1)d,)]
fulz) = k=0,1,...,2771 -1 (4.26)
0 jinde na R
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a ¢ byla rovnomérnd hustota na intervalu [0, 2]. Pro vzdalenosti pry a px plati odhady

2dp,

1 1
——‘ dz > 2"~ 1/—dx:§, (4.27)

Fo( ——’</fn )dz = (—) 1. (4.28)

Tedy posloupnost f, — g v pk, ale neexistuje takova nezaporna posloupnost a, — 0
a konstanta ¢, aby platilo px(fn, f) > cprv(fa, f) — an. To znamend, Ze na rodiné z
ptikladu 1 neni splnéna asymptotickd dominance px 7= prv/pr (a, — 0).

Prv fm

P (fn,g9) = sup

z€[0,2]

Nyni budeme formulovat podminky, za kterych rodina D C D, vyhovi podminkam
dominance predpokladanym ve vétach 10 a 11. K tomu se nam budou hodit pojmy horni
a dolni variace a dale téz mnoziny, které je separuji, zavedené v podkapitole 3.2. Definujme
zobecnénou podobu stupné variace a podivejme se na jeho vztah k diive definovanému
stupni variace.

Definice 14. Budte f,g € D, a nechf a € [0,+oc]. Potom parcidlni stupen variace
DV,(f,g) € [0,+0¢] je definovén takto

DV,(f,g) = inf {m e NU{0}: A= U J; + I, A separuje v+, y} , (4.29)
j=1
kde Ji, ..., Jn jsou neprazdné disjunktni intervaly v R a I C R mnozina takova, ze

vt(I) < aav (I) <apficemz |J J; NI = (. Je-li minimalizovand mnozina prazdna,
j=1
tj. neexistuje-li zadné m a mnozina [ s pozadovanymi vlastnostmi, potom pokladame

DVa(f,g9) = +o0

Definice 15. Bud f € D € Dy a § > 0. Definujme lokalni parcidlni stupen variace
LDVs,(f) hustoty f vzhledem ke Kolmogorovské vzdélenosti v D

LDV;sa(f) =sup{DVa(f.9) : g € Br,s(f) N D} (4.30)
a parcialni stupen variace rodiny D
DV,(D) = sup{DV.(f,9) : f,g € D}. (4.31)

Poznamka 4. Pokud a > b > 0, potom DV, < DV, < DVy = DV.

Vidime, ze parcialni stupen variace je vzdy mensi nebo roven diive zavedenému stupni
variace DV'. Jak bylo uvedeno v predeslé kapitole, stupen variace nas informuje o poc¢tu
znaménkovych zmén rozdilu f — g. Z parcidlniho stupné variace nezjistime pocet zna-
ménkovych zmén, vime jen, ze pokud DV,(f,g) < +oo, potom se az na koneény pocet
vyjimek vSechny znaménkové zmény odehravaji na mnoziné I. Budeme-li volit a € [0, 4+00]
dostatecné velké, bude parcidlni stupen variace nulovy, v tom piipadé vime, ze veskeré
znaménkové zmény rozdilu f — g se odehravaji na mnoziné I z definice DV,. O jejich
poctu nemtizeme tvrdit nic, dokonce ani nevime, je-li jejich pocet konecny. Stejné tak
vidime, ze pokud je DV (f,g) = 400, lze volit a € [0, +o0] tak, ze DV,(f,g) < +oo. Pro
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nas zajimavy je pripad, kdy je a voleno co nejmensi, takové, aby parcialni stupen variace
zustal konecny.

Nyni vyslovime a dokazeme postacujici podminku pro splnéni dominanci predpok-
ladanych ve vétach 10 a 11, neboli postacujici podminku pro konzistenci fadu n~—'/2
v Ly—normée i jeji stiedni hodnoté.

Véta 12. Bud D C D). Necht pro kaZdou hustotu f € D existuje Kolmogorovské okoli
BK(f) a konstanta K € [0,00) a nezapornd posloupnost b, takova, Ze lim b, = 0 tak,

n—oo

( (fn) € BK(f)? fn - f UPK) plati, Ze VneN je D%n(f'ﬂ?f) < K . Potom PK
asymptotzcky stegnomerné dominuje pry radu a, lokdlné s ohledem na px na D.

Dikaz. Zvolme f € D libovolné pevneé, k této f existuje konstanta K a Kolmogorovské
okoli Bk (f) takové, ze V(f,)5° konvergujici k f v px je DV, (fn, f) < K, n € N. Pro
kazdé n oznacme 1/;r a v, horni a dolni variaci odpovidajici hustotam f,, f a oznacme
A,, mnozinu z definice 14, ktera je separuje. Rozdélme IN na dvé disjunktni podmnoziny
Ny, N takové, ze N = Ny U Ny a pritom pro n € N; maji vSechny mnoziny A, vlastnost
v (A,) = v (R) a pro n€ Ny maji vSechny mnoziny A, vlastnost v, (4,) = v, (R).
Je-liVnelN DV, (fn, f) =0, potom

prv(fo, f) =207 (R) = 207 (A) = 207(I) < 2b, (4.32)

a tedy
prv ([, ) =20, <0 < pr(fr, f)- (4.33)

Necht V n € N je DV, = m, < K < oo. Pro indexy n € N, pro které m, = 0, mame
nerovnost dokédzanou v predchozim bodé. Pro ostatni indexy je m, > 1 a pro Vne N;
plati

@) =) = v (U +1) = Z"um» P

- i Z(/ /J dF) (), (4.34)

kde F,,, F' jsou distribu¢ni funkce odpovidajici hustotam f,,, f.
Ozna¢me a; = inf J}, b; = sup J; a definujme
E,(b;), F(b; pokud b; € J:
(), F(b) = (b;), F(b;) j € J; (4.35)
Fu(bj—), F(bj—) pokudb; & J;,

kde F(b;—) = bliin F(b).

Pak plati:
Sorv U ) = v (R) = fjw;(bj) — Falag) = Y (F*(by) = Flay) + v (1)

= Z (Fi(by) = F*(by)) + Y _(Fla5) = Fa(ay) +v;7 (1) (4.36)

< an sup |F,(x) — F(x)| + by.

zeR
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Protoze VneNN je m, < K < oo, ziskdvame odtud nerovnost

VneNy prv(fa f) < 4K pic(fur ) + 2bn. (4.37)

Pro n € N; se diikaz provede analogicky a ziskdme stejnou nerovnost, ¢imz mame dokazané
tvrzeni véty:

VneN pg(fu, f) = corv(fa, ) — an, (4.38)

kde ¢ = ﬁ a a, = 2b, je nezaporna posloupnost konvergujici k nule. O

Poznamka 5. Pokud rodina D spliwuje, ze (V f€D) (3 6 > 0) takové, ze LDVs(f) <+o0,
potom vyhovi predpokladiim véty 12.

Dikaz. Protoze
LDVs(f) = sup { DV (f.9) : g € Bies(f) D}, (4.39)

pak pro kazdou hustotu g € Bk s(f) a kazdé a > 0 plati:
DVu(f,9) < LDVs(f) = K < 0. (4.40)

Tedy nerovnost DV, (fn, f) < K plati pro kazdou posloupnost (f,,)5°€ Bk s(f), kde b, je
libovolnéa nezaporna posloupnost konvergujici k nule. O]

4.3 Priklady rodin vyhovujicich podminkam
asymptotické dominance

Zkonstruujme ptiklady rodin hustot s nekoneénym stupném variace, které pfitom vy-
hovuji podminkam asymptotické dominance.

Jako prvni mize byt opét zminén ptiklad 2, pouzity k demonstraci dobrého smyslu
definice asymptotické dominance (definice 12) i s pfipojenou pozndmkou o moznosti jeho
rozsifeni. Priklad snadno zobecnime nasledujicim zptsobem. Pokud pro kazdou posloup-
nost (f,)3° z D takovou, Ze f,, — f v pk plati, Ze znaménkové zmény rozdilu hustot f, — f
se odehravaji pouze na mnozinach A,, s Lebesqueovou mirou jdouci k nule, pak pro splnéni
asymptotické dominance staci, aby hustoty z D byly stejné omezené.

Dalsi priklad jiz nebude vyzadovat zmensovani mnozin znaménkovych zmeén, ale bude
mit prisnéjsi pozadavky na hustoty, aby bylo mozné splnit asymptotickou dominanci.

Pt¥iklad 3. Necht rodinu D tvoii rovnomérnéa hustota g na intervalu [a,b] a funkce fh
definované takto:

— na (c, b
fhme =8 2 4 by sin(Z2(z — a)) na [a, ] (4.41)
0 jinde na R,

kde n € IN, a < ¢ < b jsou pevné zvolené konstanty a posloupnost h,, (h, < ﬁ) je pro

vSechna n klesajici posloupnost s nulovou limitou.
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a+c;ﬂa

e —
ooty =2 [ sin(Z - a))ar =22 )

c—a s

a+c2:La
2mn c—a
hn’c = 1 —_ —=
pr (g, frm°) / Iy Sln(c — a(a: a)) dz — P s (4.43)
odkud plyne
h c CcC—a cC—a h c
ny — > — s _ . .

PK(Q; fn ) m hn = orn hn IOTV(ga fn ) Qn (4 44)

Rodinu v prikladu je mozné rozsitit tak, Zze budeme uvazovat vyse definované hustoty
pro vSechny mozné pripustné hodnoty parametrt a, b, ¢, h,,. Rodina pak bude obsahovat
vice nez jen jednu posloupnost, jak je tomu v prezentovaném piikladu, ale také posloup-
nosti konvergujici pro n — oo, ¢ — ¢, a — a, b — b, pricemz asymptotickd dominance
zustane i nadale splnéna, jen diskuse vSech moznosti se stane znac¢né rozsahlejsi.

V nésledujicim prikladé se jiz nebude pozadovat ani omezenost intervalu, na kterém se
odehrava nekonecny pocet znaménkovych zmén, oproti tomu na hustoty budou kladeny
silnéjsi pozadavky.

Priklad 4. Necht rodinu D tvoii hustota norméalniho rozdéleni g = \/LTW exp (—3(z — p)?)
a hustoty definované nasledné

e oxp (=3 — 1)) cel,
flhne(z) = \/LTW exp (—3(z — p)?) + hpsin(z —p—c¢) z €l (4.45)
\/%exp(—%(x—u)Q)—i—hnsin(u—c—x) x € I3

I =(—oo,p—c—2m)U(p—c,p+c)U(u+c+ 2mn,—o0),

I =[p+c pu+c+2mn],

Iy = [ —c - 2mn,p—
kde u, c jsou realné konstanty spliujici ¢ > u a h,, je redlna klesajici posloupnost takova,
7e fhne >0 pro vSechna piirozena n (napi. h, < #ﬁ exp (—3(c+ 2mn — p)?) ). Potom,
pokud se h, chové alespoii jako h, = o(n™!), je v této rodiné D splnéna asymptoticka
dominance napftiklad pro posloupnost a,, = h,(8n — 1) — 0, protoze

ptc+m

prv (g, fm°) = 4n / hysin(z — p — ¢)dz = 8nh,, , (4.46)
pte
ptc+m
px (g, fime) = / hysin(x — p — ¢) dx = 2h, (4.47)
ptc

a tedy plati podminka asymptotické dominance

prc (g, f17€) = 2hy > hy = prv(g, i) — ay, . (4.48)
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Rodinu z prikladu je mozno obohatit stejnym zptisobem jako v prikladu 3, dale neni
nutné predpokladat, ze znaménkovych zmén pribyva ameérné n a ze periody sinti maji pro
vSechny hustoty stejnou délku. Stejné tak neni nutné konstruovat hustoty f»< symetricky.
Mohli bychom klidné uvazovat naruseni ve tvaru

1
sin(m(x —p— c)) na (u+ ¢, u+ c+ 2mp(n)l(n)), (4.49)
n
kde p(n),l(n) jsou funkce zavislé na n a vyjadiuji zménu délky periody a piibyvéani
znaménkovych zmén. Potom stejné jako v prikladu 4 zjistime, Ze je splnéna podminka
asymptotické dominance, pokud h, = o((p(n)i(n))~1).

Ve v8ech zde zkonstruovanych piipadech plati, ze lim pry(f,, f) = 0 pro posloupnosti

konvergujici v Kolmogorovské vzdalenosti. Je otazkou, je-li mozné splnit asymptotickou
dominanci (netrividlnim zptusobem tak, aby rodina neobsahovala zddnou posloupnost hus-
tot konvergujici v Kolmogorovské vzdalenosti), aniz by dané posloupnosti nekonvergovaly
v totalni variaci. To mozné neni, protoze je-li splnéno

Tim pc(fn, f) =0 A

pic(fus ) 2 corv(fo, [) = an a lim a, =0, (4.50)
potom z limity seviené posloupnosti ziskdvame
0= lim (px(fu. f) + ) > ¢ lim pry(f, f) 20, (4.51)
a tedy
Tim_pry (fa, f) = 0. (4.52)

Na prikladech jsme vidéli rodiny, na kterych je splnéna asymptoticka dominance, ktera
je postacujici podminkou pro konzistenci fadu n~/2 v L;—normé (respektive ve stiedni
hodnoté L;—normy) Kolmogorovskych odhadi.

4.4 Konzistence v jinych vzdalenostech

V této ¢asti zminime nékteré disledky podkapitoly 4.1 a 4.2 a vzdjemnych vztaht
mezi jednotlivimi vzdélenostmi (viz kapitola 2).

Mame tfi typy dutsledki:
1. Pokud pro danou vzdélenost d plati nerovnost d < h(dry).
2. Pokud pro danou vzdalenost d plati nerovnost d < h(dg).

3. Pokud pro danou vzdalenost d plati obé nerovnosti d < hy(dx) a dx < ho(d).

Kde h : R — R je funkce jedné proménné viz kapitola 2 obrazek 2.1. Pro piehlednost
zavedme zakladni predpoklady na funkci h, respektive funkce h;,7 = 1,2 a rodinu hustot
D. Tyto predpoklady se nam v jednotlivych diisledcich budou neustale opakovat.
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(P1) Nechf h je redlna funkce jedné proménné spojitd v nule s vlastnosti ~(0) = 0.
(P2) Necht rodina hustot D spliiuje predpoklady véty 12.

(P3) Necht pro funkci h plati h(x) = Kz, nebo h(z) < Kz alesponi na okoli nuly, kde K
je realna konstanta.

Disledek 1

Pokud pro vzdalenost d plati, ze d < h(dry) a predpoklad (P1) a (P2) pak kazdy Kol-
mogorovsky odhad je konzistentni v dané vzdalenosti d. Pokud navic plati predpoklad
(P3), pak jsou konzistentni i v jeji stfedni hodnoté. Ovsem ziskany fad konzistence ne-
musi byt n~'/2, nebot zavisi na funkci h.

Konzistence ve vzdalenosti d a jeji sttedni hodnoté: z predpokladii a vlastnosti Kolmogo-
rovského odhadu plyne, Ze

0< palfas £) < hlorv(fas 1) (4.53)
0 < Epa(fu, ) < Eh(prv(fu. ), (4.54)
z dikazu véty 10 vime, ze
nhjlgo PTv(ﬁn f)=0 (4.55)
- 4 .
E(prv(fa, [)) < p % + % (4.56)

a ze spojitosti funkce a predpokladu h(0) = 0 ziskdvame konzistenci ve vzdélenosti d. Pro
konzistenci ve stfedni hodnoté vzdélenosti d je navic potieba predpoklad (P3). Potom
kombinaci tohoto pfedpokladu a vztaht (4.54) a (4.56) ziskdavame

0< Epa(For £) < Bhlpry (o 1)) < KB(orv(Fun ) < 2o [ 24 B0 (a5

n

odkud jiz plyne konzistence ve stfedni hodnoté vzdalenosti d.

R4d konzistence: Pokud plati predpoklady (P1), (P2), (P3) a posloupnost z definice
asymptotické dominance a, = o(n~'/?), pak ¥ad konzistence ziistava n~'/2.
7 dikazu véty 11 méame nasledujici odhady

(Ve > 0)(3k > 0) ze P(v/npry(fo, f) > k) <
VREpry(fu, f) \/7 \/_ < const . (4.58)
Pouzitim predpokladii ziskavame
P (VapaFu f) 2 k) < P (Vah(prv(fo £)) > b
P (\/ﬁpTV(ﬁuf) > %) <e,

\/ﬁEpd(ﬁzvf)S\/ﬁEh<pTV<ﬁwf)) < \/_KEPTV fm f)
4K K\/_an

VAN VAN

IA

(4.59)
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Odkud jiz plyne konzistence fadu n~'/? ve vzdalenosti d i jeji stiedni hodnoté.

Dusledek 2

Pokud pro vzdalenost d plati, ze d < h(dx) a plati pfedpoklad (P1), pak kazdy Kol-
mogorovsky odhad ﬁl hustoty f je konzistentni ve vzdalenosti d. Pokud navic plati pred-
poklad (P3), pak je odhad konzistentni i ve stfedni hodnoté vzdalenosti d, nebot

Epd(ﬁuf) <E (PK(fn,f)) <E (QdK(FmF)) < 2KFEdk(F,, F) (4.60)
odkud jiz plyne konzistence.

1/2
Y

R4d konzistence: Pokud plati predpoklady (P1) a (P3), pak fad konzistence zfistava n~
nebot

(Ve > 0)(3k > 0) ze plati
N ~ ~ k
P (Vipa(Fu 1) = k) < P (Vah(px(Fu 1)) 2 k) < P (ﬁme, f) > §> (4.61)

k
< 2exp (W) <e€

a pro stfedni hodnoty

VAEpaFos ) < V(o (Fos £)) < VK Epxc(For f) < 4K\/§ (4.62)

odkud jiz plyne tad konzistence.

Dtsledek 3

Necht pro vzdalenost d plati nerovnosti dx < hi(d) a d < hyo(dg) a necht plati pred-
poklady (P1), (P2) a navic jsou funkce h; rostouci. Déle pokud vzdalenost d neni ptimo
metrika necht spliiuje alesponi trojtihelnikovou nerovnost. Pak kazdy odhad s minimalni
vzdalenosti d f, hustoty f € D je konzistentni v L;—normeé.

Z predpokladi plyne

= %hl (2d(F,, F)) + = < %hl (2ha(pxc(Fo, F))) + 22 (4.63)

odkud jiz plyne konzistence odhadt s minimalni d vzdalenosti v L; —normé. Pro konzis-
tenci ve stfedni hodnoté L;—normy je dale t¥eba piedpoklad (P3). Pak ziskavame

EpTV(ﬁuf) < 1E/)K(J?mf) + % < lEh1 <pd(ﬁwf)> + a_n < lEKlpd(ﬁwf) + a?n

2K 2K an
L Ed(F,, F) + “— < =L Bhy (pc (B F)) + (4.64)

2K1K2

IN

IN

FE P K(F ns F ) + ?
odkud jiz plyne konzistence ve stfedni hodnoté L;—normy.
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Rad konzistence: Necht plati diive vyslovené pfedpoklady a navic posloupnost a,, spliiuje
an = o(n~'/?), pak kazdy odhad s minimalni d vzdalenosti je konzistentni v L;—normé i
jejl stiedni hodnoté. Z predpokladii ziskavame

P <\/ﬁPTV(]?mf) > k) <P (\/EPK(]?n,f) +an = Ck) <P (pd(fmf) = %)

(1) V) < p (a5 ) ) 4o

odkud jiz plyne konzistence fadu n~/? v L; —normé. Stejnym postupem ziskame i konzis-
tenci v jeji stfedni hodnoté, odhadujeme stejné jako v (4.64) a ziskame.

< —ZKJCQ\/EE;)K(FH, F)+ —“”;/ﬁ (4.66)

\/ﬁEpTv(fmf) =
Odkud jiz plyne konzistence ve stiedni hodnoté L; —normy.

Na zavér jesté nékolik poznamek k predpokladim kladenym na funkci h, respektive
na funkce h;. Pokud bychom opustili pozadavek splnéni nerovnosti h;(x) < K;z na okoli
nuly, ziskali bychom pfimo jen konzistenci v dané vzdalenosti. Pokud nahradime tento
predpoklad podminkou, Ze funkce h (respektive h;i = 1,2) jsou takové, Ze pro né plati
Eh(X) < h(EX), kde X je ndhodna veli¢ina, ziskame i konzistenci ve stfedni hodnoté
dané vzdélenosti. (Z Jensenovy nerovnosti plyne, ze podminku Eh(X) < h(EX) spliuji
v8echny konkéavni funkce.) S fadem konzistence to jiz neni tak jednoduché viz nésledujici
priklad.

Priklad 5. Uvazujme situaci kdy pro vzdélenost d plati d < h(dry) a hledejme fad
konzistence 9,, Kolmogorovskych odhadu ve vzdalenosti d. Predpokladejme, ze funkce h
je rostouci takovéa, Ze je mozné provést nasledujici odhady.

P (pd(ﬁl,f) > k5n> <P (h(PTV(ﬁuf)) > /ﬂsn) =P (pTV(ﬁuf> > hil(kfsn))
< P (px(Fur £) = eh™ (k8,) = a,)
< P(dK(Fn, F) > 2c-h~ (k6,) — a,z> (4.67)

-~

y

2

< 2exp (—2n72> <e

Posledni odhad plati pro kazdé v > 0 a kazdé n € IN. Odtud vyplyva podminka
v = 2¢-h™(ké,) — a, > 0 alespoii od jistého ny, diky ¢emuz mohou vznikat pozadavky na
posloupnost a,,. Pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje £ > 0 a n; € N, Ze pro vSechna n > n,
je posledni vyraz mensi nez e, pak jsme ziskali fad konzistence ¢,,. Je tedy vidét, ze pfi
tomto zpusobu odvozovani fad konzistence velmi zalezi na funkci h.

Jak je uvedeno v kapitole 2 mezi vzdalenostmi plati nasledujici nerovnosti, rozdélime
je do tii kategorii podle tii typt dusledkii.
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Vzdalenosti spliujici d < h(drv)

o dp< dry

e dp< dry konzistence Kolmogorovskych odhadi radu
o d; < dp <dpy =d; <dry n~1/2 ve vzdalenosti d i jeji stfedni hodnoté

® dwg dlam(X)dTV
o dy< 2y neplati /z < Kz

Vzdalenosti spliujici d < h(dk)

2d ¢
di
o dou< dg

konzistence Kolmogorovskych odhad@t fadu n~'/? v danych
vzdalenostech i jejich stfednich hodnotach

Vzdalenosti spliiujici d < hy(dk) a zaroven dgx < ha(d)

nimalni vzdalenosti d v L —normé i

o dp< 2dx A dx< dp } konzistence fadu n~'/2 odhadt s mi-
jeji stiedni hodnoté

e dr< dx A dg< (1+sup|G'|)dg

Do prvni skupiny vzdalenosti patii jesté vsechny ¢—divergencéni vzdalenosti, které
splnuji predpoklady véty 3 a podle véty 2 i vSechny divergence, pro které plati

(gf)(O) + rh—>n;10 @) < konst.

Na zavér se pokusme vysetiit konzistenci a jeji tad v Hellingerové vzdalenosti. Z pred-
chozich ivah pfimo plyne konzistence v Hellingerové vzdalenosti (viz. Dtisledek 1). Hlede-
jme jeji ¥ad 9,,. Pfedpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady véty 12 (tj. Kolmogorovska
vzdalenost asymptoticky dominuje vzdalenost v totalni variaci fadu a,, ktery urcime
pozdéji z pozadavki, které vyplynou v priubéhu odvozeni).

P (pu(Fun ) 2 o) < P( 2p1v (Fur £) = k6n> _ p( ) > %)
(k3.,)?

c(kdn)? — 2a,
2

) <P (pK(fn,f) >
ckQ(Si—Qan)

=P (pTV(ﬁzvf) >

I (4.68)

ck?6% — 2an) 2
—4 <

<p <dK(Fn,F> >

3

1
< 2exp (—2n <
Odhad 1 je mozné provést pokud existuje kg a ny tak, ze pro vsechna k > ky an > ng

ks 20 0, odkud vyplyva, Ze a, = O(62).

plati 7
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ck?6%2—2a,, k—oo
4

Odhad 2 je mozné provést, pokud existuje n; tak, ze 2n — 00 pro vsSechna

n > ny. Tedy
ck?5% — 2a 2nd> 50
) no_ nek? -2 4.69
"y 4 ( 52> (4.69)
——
E T ke
—1/2

odkud vyplyva, ze nejlepsi fad konzistence, ktery je takto mozno ziskat je 9, = n
a posloupnost a,, z asymptotické dominance musi spliiovat a,, = O(n™1!).

Nyni zkoumejme konzistenci ve stfedni hodnoté Hellingerové vzdalenosti. Pro stfedni
hodnoty plati Ev X < VEX, tedy ziskdme konzistenci ve stiedni hodnoté Hellingerovy
vzdélenosti i jeji fad. Predpoklddejme, Ze jsou splnény predpoklady véty 12 (tj. Kol-
mogorovska vzdalenost asymptoticky dominuje vzdalenost v totalni variaci radu a,,, ktery
uré¢ime pozdéji z pozadavki, které vyplynou v pribéhu odvozeni).

Epy(fu f) < EN 2prv (Fur ) < V2y/ Eprv(fu. f) < \/ %&Jr a—c", (4.70)

odkud jiz plyne konzistence ve stfedni hodnoté Hellingerovy vzdalenosti. Zkoumejme jeji
rad J,. Provedeme stejné odhady jako v (4.70).

—EpH fn, \/ 477,54 (4.71)

Odkud vyplyva, zZe nejlepsi mozny fad konzistence ve stfedni hodnoté€, ktery je takto
mozné odvodit je 8, = n~'/* a posloupnost a, z definice asymptotické dominance musi
spliiovat a,, = o(n~/2).

4.5 Numericka simulace

V této casti uvedeme vysledky numerické simulace odhadti s miniméalni Kolmogo-
rovskou, diskrepanc¢ni, Lévyho a Cramer—von Mises vzdalenosti. Pro Kolmogorovské,
Lévyho a diskrepanc¢ni odhady mame teoreticky odvozeny fad konzistence v L;—normé,
ktery je dobfe patrny z nasledujicich grafi. Pro Cramer—von Mises vzdalenost se nepo-
daftilo ukézat nerovnost s Kolmogorovskou vzdalenosti, ktera by podle podkapitoly 4.4
zarucovala konzistenci v L; —normé a jeji fad pro odhady s minimalni Cramer—von Mises
vzdalenosti. Nicméné, jak je patrné z numerickych vysledki, vykazuji odhady s minimalni
Cramer—von Mises vzdalenosti jistou konzistenci v L; —normé. Vypocetni program vznikl
modifikaci a doplnénim programu, ktery byl soucasti Diplomové prace [5] a ktery je déle
modifikovan a rozsifovan v Diplomové praci [1]. Odhady se pocitaji pro vzorky generované
ze znamych rozdéleni ( normélni, Laplaceovo, Cauchyho, logistické, rovnomérné). Imple-
mentace rozdéleni s nekonec¢nym stupném variace se nezdaftila.

Normalni rozdé&leni N (u,o?)




Rovnomérné rozdéleni s parametry a, b

Cauchyho rozdéleni s parametry a, A

3 =

()

|

Laplaceovo (dvojté exponencialni) rozdéleni s parametry i, b

1 |z — 4l
) = gyow (-5 )
Logistické rozdéleni s parametry u, s
f(a:) _ exXp (_OC_;H)
s (1+exp (—5))°

Velikosti vzorkt jsou postupné n = 10,20, 50, 100, 150, 200, 300, 400, 500, pro kazdy
vzorek se pocitalo 500 odhadii, ve vysledcich jsou uvedeny jejich primérné hodnoty. Nasle-
dujici grafy znézornuji zavislost vzdalenosti v totalni variaci (L; —normu) skuteéné hustoty
od ziskaného odhadu. Dale nasleduji tabulky se vSemi daty ziskanymi simulaci.
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Obrézek 4.1: Odhady z normdlniho rozdéleni s parametry p = 1,0% = 1.
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Obrazek 4.2: Odhady z Laplaceova rozdéleni s parametry p = 1,0 = 1.
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Obrazek 4.3: Odhady z Cauchyova rozdeéleni s parametry a = 1, A = 1.

37



Kolmogorowsky odhad Diskrepanéni odhad

04 T T
03 —-0.0064+ 1.17800" || —— 00117+ 143730
g - o pozorovani g 04 o pozorovani H
5 5
< <
e 0z
0 - - - - 0 - - - -
0 100 200 200 400 500 0 100 200 200 400 500
n n
Cramerson Mises odhad Lewyho odhad
04
04 ——-0.0128+ 1.2460n " || 03 —-0.0038+ 112670 ||
@ Ho pozorovani Ju] Ho pozorovani
E 03 =
gl g 02
- - 01
0 : : : : 0 : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
n n

Obrazek 4.4: Odhady z logistického rozdéleni s parametry u = 1,s = 2.
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Obréazek 4.5: Odhady z rovnomérného rozdéleni s parametry a = 1,0 = 1.

Z vyse uvedené teorie (viz podkapitola 4.4) vime, ze odhady s minimalni Kolmogo-
rovskou, diskrepanéni a Lévyho vzdalenosti jsou konzistentni fadu n~'/? v L;—normé.
Nasimulovana data jsme prolozili funkci f(n) = ag + a;n~/? (koeficienty jsme ziskali
metodou nejmensich ¢tvercit). Jak je vidét z grafti nasimulovand data dobfe odpovi-
daji teoretickym vysledkim. Pro odhad s minimalni Cramer—von Mises vzdalenosti jsme
neukéazali nerovnost, ktera by podle podkapitoly 4.4 zarucovala konzistenci v L; —normé.
Ale dobré proloZeni dat ziskanych simulaci funkei f(n) = ag+a;n~"/? nas vede k myslence,
7e i odhady s minimalni Cramer—von Mises vzdalenosti jsou konzistentni fadu «» n=/2 v
Li—normé. Ovsem z tak malého poctu dat lze jen tézko néco usuzovat.

V tabulkdch budou uvedeny numerické hodnoty jednotlivych odhadt. Uvadime pri-
mérné hodnoty (oznacené pruhem) a smérodatné odchylky (ozn. y/S(-)) odhadnutych
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parametri, vzdalenost v totalni variaci skuteéné hustoty od odhadu (ozn V(fy)) a jeji
rozptyl. Pro zajimavost také uvadime euklidovskou vzdalenost skute¢nych a odhadnutych
parametri. Provadély se odhady s miniméalni Kolmogorovskou, diskrepancni, Cramer—von
Mises a Lévyho vzdalenosti (v tabulkach ozn.: K, D, C'—M, L).
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a o2 | VS | V/S(0%) | V(fo) | ov(fo) | [ —pol | |0 — o]

D
10 K 0.982 | 0.949 | 0.308 0.574 0.353 | 0.202 0.248 0.452
D 0.968 | 0.848 | 0.437 0.578 0.456 | 0.247 0.359 0.481
C—-M | 0832|0971 | 0.297 0.581 0.372 | 0.222 0.280 0.469
0.982 | 0.976 | 0.302 0.558 0.335 | 0.191 0.244 0.433

L
20 K 0.997 | 0.997 | 0.235 0.403 0.245 | 0.130 0.188 0.326
D 0.991 | 0.949 | 0.322 0.405 0.301 | 0.158 0.257 0.336
C—-M1|0922]1.021 | 0.231 0.404 0.246 | 0.138 0.195 0.328
0.997 | 1.015 | 0.233 0.384 0.232 | 0.118 0.188 0.310

L
50 K 1.010 | 0.969 | 0.150 0.246 0.153 | 0.079 0.122 0.203
D 1.019 | 0.944 | 0.210 0.258 0.193 | 0.097 0.172 0.216
C—M|0978 | 0977 | 0.148 0.241 0.150 | 0.076 0.121 0.200
1.008 | 0.982 | 0.147 0.235 0.145 | 0.075 0.119 0.190

L
100 K 1.017 | 0.975 | 0.117 0.179 0.113 | 0.061 0.096 0.144
D 1.019 | 0.971 | 0.159 0.194 0.140 | 0.074 0.131 0.158
C—M|1.001| 0984 | 0.113 0.177 0.108 | 0.060 0.092 0.140
1.015 | 0.977 | 0.115 0.163 0.107 | 0.056 0.093 0.131

L
150 K 0.995 | 0.995 | 0.085 0.140 0.081 | 0.047 0.067 0.109
D 0.991 | 0.987 | 0.113 0.149 0.101 | 0.054 0.091 0.120
C—DM|0.985| 0995 | 0.084 0.138 0.081 | 0.046 0.067 0.108
0.995 | 0.991 | 0.084 0.133 0.079 | 0.046 0.065 0.104

L
200 K 1.007 | 0.984 | 0.080 0.127 0.078 | 0.042 0.065 0.102
D 1.005 | 0.982 | 0.112 0.135 0.097 | 0.053 0.090 0.109
C—M | 1.000 | 0990 | 0.078 0.125 0.075 | 0.041 0.062 0.099
1.006 | 0.984 | 0.078 0.122 0.075 | 0.041 0.063 0.097

L
300 K 0.998 | 0.998 | 0.064 0.097 0.059 | 0.033 0.050 0.076
D 0.995 | 0.997 | 0.087 0.105 0.075 | 0.040 0.070 0.085
C—M 0993 | 1.001 | 0.062 0.096 0.058 | 0.032 0.049 0.076
0.996 | 0.995 | 0.063 0.092 0.058 | 0.032 0.049 0.071

L
400 K 1.000 | 0.990 | 0.058 0.083 0.053 | 0.029 0.046 0.067
D 0.998 | 0.989 | 0.080 0.089 0.067 | 0.035 0.065 0.072
C—M | 0997 | 0.993 | 0.056 0.082 0.051 | 0.029 0.044 0.066
0.999 | 0.988 | 0.057 0.081 0.052 | 0.028 0.044 0.066

L
500 K 1.006 | 0.994 | 0.050 0.079 0.049 | 0.025 0.040 0.064
D 1.007 | 0.993 | 0.069 0.083 0.060 | 0.031 0.055 0.067
C—M | 1.001 | 0997 | 0.049 0.075 0.047 | 0.024 0.039 0.061
L 1.002 | 0.992 | 0.049 0.077 0.048 | 0.023 0.039 0.061

Tabulka 4.1: Normalni rozdéleni s parametry = 1,02 = 1, pocet odhadt 500
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D i b | VS | VSO) | V(fo) | ov(fo) | | —pol | b—bol
10 K 0.993 | 0.957 | 0.400 0.381 0.393 0.207 0.307 0.298
D 1.001 | 0.899 | 0.419 0.393 0.427 0.230 0.313 0.325

C—M | 0831|0959 | 0.411 0.386 0.417 0.217 0.339 0.305
L 0.991 | 0.976 0.409 0.374 0.386 0.203 0.315 0.291

20 K 1.004 | 1.009 0.261 0.263 0.262 0.125 0.205 0.211
D 1.010 | 0.989 0.294 0.269 0.290 0.140 0.233 0.214

C—M | 0923 | 1.012 0.258 0.259 0.264 0.132 0.213 0.207
L 1.001 | 1.015 | 0.262 0.257 | 0.258 0.126 0.209 0.206

50 K 0.998 | 0.997 | 0.167 0.167 | 0.170 0.088 0.135 0.134
D 0.999 | 0.990 | 0.175 0.174 | 0.179 0.091 0.139 0.139

C—M | 0968 | 0.999 | 0.164 0.163 0.168 0.087 0.135 0.129
L 0.997 | 0.999 0.173 0.156 0.168 0.091 0.138 0.122

100 K 0.994 | 1.010 0.113 0.114 0.116 0.061 0.091 0.092
D 1.003 | 1.004 | 0.118 0.123 0.123 0.064 0.095 0.098

C—-M | 0979 | 1.010 0.113 0.115 0.117 0.061 0.093 0.092
L 0.994 | 1.010 | 0.118 0.106 0.116 0.064 0.095 0.085

150 K 1.004 | 0.988 0.091 0.092 0.096 0.049 0.075 0.076
D 1.005 | 0.986 | 0.092 0.093 0.097 0.051 0.073 0.077

C—M | 0.994 | 0.989 | 0.090 0.087 | 0.094 0.048 0.074 0.072
L 1.002 | 0.986 | 0.096 0.089 0.098 0.050 0.079 0.075

200 K 1.001 | 0.998 | 0.083 0.086 0.087 0.045 0.068 0.068
D 1.002 | 0.999 | 0.088 0.091 0.091 0.050 0.071 0.073

C—M | 0.995 | 1.001 0.082 0.082 0.086 0.044 0.067 0.066
L 1.000 | 0.996 0.086 0.081 0.088 0.044 0.071 0.065

300 K 1.003 | 0.995 0.066 0.068 0.071 0.036 0.053 0.053
D 1.007 | 0.993 0.067 0.072 0.072 0.038 0.055 0.058

C—M | 0997 | 0.995 | 0.065 0.065 0.069 0.035 0.052 0.052
L 0.999 | 0.993 | 0.071 0.065 0.073 0.038 0.056 0.052

400 K 1.000 | 1.001 0.060 0.063 0.064 0.033 0.048 0.050
D 1.001 | 0.999 | 0.060 0.066 0.065 0.034 0.048 0.053

C—M | 0997 | 1.000 | 0.058 0.061 0.062 0.032 0.047 0.049
L 0.998 | 0.999 0.062 0.061 0.064 0.034 0.050 0.048

500 K 0.999 | 0.999 | 0.049 0.055 0.053 0.029 0.039 0.044
D 1.001 | 0.997 | 0.050 0.058 0.055 0.030 0.040 0.047

C—M | 0.99 | 1.000 0.048 0.054 0.052 0.029 0.038 0.044
L 0.996 | 0.997 | 0.052 0.055 0.055 0.030 0.041 0.044

Tabulka 4.2: Laplaceovo rozdéleni s parametry p = 1,b = 1, pocet odhadi 500
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D a A | VS(a) | VSO | V(o) | ov(fo) | la—aol | [A =X
10 K 0.975 | 1.063 | 0.685 0.596 | 0.419 | 0.214 0.502 0.432
D 1.006 | 0.967 | 0.550 0.536 | 0.400 | 0.210 0.406 0.406
C—M | 0.745 | 1.026 | 0.695 0.568 | 0.436 | 0.221 0.534 0.418
L 0.969 | 1.088 | 0.714 0.610 0.427 | 0.218 0.526 0.446
20 K 1.006 | 1.074 | 0.413 0.401 0.284 0.138 0.319 0.304
D 1.012 | 1.027 | 0.368 0.350 0.273 0.130 0.292 0.270
C—M | 0.890 | 1.057 | 0.408 0.370 0.279 0.142 0.326 0.280
L 1.000 | 1.081 | 0.429 0.415 0.295 0.142 0.334 0.316
50 K 0.997 | 1.016 | 0.253 0.232 | 0.182 | 0.095 0.202 0.178
D 1.001 | 1.000 | 0.216 0.216 | 0.169 | 0.085 0.173 0.168
C—M | 0955 | 1.011 | 0.244 0.216 0.176 0.091 0.199 0.167
L 0.992 | 1.019 | 0.268 0.241 0.189 0.101 0.213 0.182
100 K 0.992 | 1.021 | 0.173 0.149 0.124 0.065 0.139 0.120
D 1.003 | 1.009 | 0.151 0.149 0.116 0.061 0.122 0.118
C—M | 0971 | 1.016 | 0.167 0.146 0.122 0.064 0.137 0.116
L 0.986 | 1.022 | 0.180 0.152 0.128 0.069 0.146 0.121
150 K 1.006 | 0.991 | 0.138 0.120 0.102 0.053 0.112 0.098
D 1.007 | 0.988 | 0.119 0.110 | 0.092 | 0.048 0.094 0.091
C—M {0992 | 0989 | 0.132 0.107 | 0.096 | 0.048 0.108 0.088
L 1.002 | 0.989 | 0.147 0.124 0.108 0.055 0.119 0.102
200 K 1.003 | 1.005 | 0.126 0.113 | 0.093 | 0.048 0.102 0.089
D 1.003 | 1.004 | 0.110 0.110 | 0.085 | 0.047 0.088 0.087
C—M | 0992 | 1.005 | 0.122 0.103 0.088 0.046 0.099 0.082
L 1.000 | 1.001 | 0.132 0.114 0.097 | 0.049 0.107 0.091
300 K 1.003 | 0.997 | 0.099 0.090 0.075 0.038 0.079 0.071
D 1.008 | 0.995 | 0.086 0.085 0.068 0.035 0.070 0.068
C—M | 0.996 | 0.995 | 0.095 0.080 | 0.070 | 0.035 0.077 0.064
L 0.997 | 0.994 | 0.105 0.092 | 0.079 | 0.041 0.084 0.071
400 K 1.001 | 1.005 | 0.090 0.083 | 0.068 | 0.035 0.073 0.066
D 1.001 | 1.001 | 0.076 0.079 | 0.061 | 0.032 0.061 0.063
C—M | 099 | 1.002 | 0.085 0.076 | 0.064 | 0.033 0.069 0.061
L 0.994 | 1.002 | 0.096 0.083 0.071 0.036 0.077 0.067
500 K 0.998 | 1.001 | 0.074 0.073 | 0.057 | 0.032 0.058 0.058
D 1.001 | 0.998 | 0.064 0.069 0.052 0.028 0.050 0.056
C—M |0.994 | 1.000 | 0.071 0.066 0.054 0.029 0.056 0.054
L 0.991 | 0.999 | 0.079 0.074 | 0.060 | 0.034 0.063 0.059

Tabulka 4.3: Cauchyovo rozdéleni s parametry a = 1, A = 1, pocet odhadt 500
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D [ 7 | 5 [v/SW|[V/56) [ VUa) |ovio) | sl | Ts sl
10 K 0.994 | 0.923 | 0.595 0.315 0.377 0.210 0.469 0.255
D 1.003 | 0.860 | 0.707 0.328 0.451 0.244 0.554 0.290

C—M | 0.743 | 0.927 0.598 0.319 0.398 0.223 0.511 0.259
L 0.992 | 0.940 0.590 0.306 0.362 0.199 0.466 0.243
20 K 1.007 | 0.988 0.396 0.216 0.245 0.119 0.316 0.176
D 1.022 | 0.957 0.529 0.224 0.303 0.148 0.428 0.186
C—M | 0876 | 0.990 | 0.389 0.213 0.246 0.126 0.328 0.173
L 1.004 | 0.996 0.391 0.210 0.237 0.116 0.312 0.171

50 K 1.001 | 0.989 | 0.260 0.136 0.156 0.081 0.210 0.109
D 1.003 | 0.978 0.325 0.144 0.184 0.093 0.262 0.117

C—M | 0.948 | 0.991 0.255 0.135 0.154 0.081 0.212 0.107
L 1.000 | 0.991 0.259 0.131 0.152 0.081 0.208 0.105

100 K 0.992 | 1.004 0.179 0.095 0.107 0.056 0.145 0.076
D 1.005 | 0.996 0.226 0.103 0.127 0.066 0.183 0.083

C—M | 0.966 | 1.005 0.178 0.095 0.107 0.056 0.146 0.076
L 0.991 | 1.004 | 0.178 0.091 0.104 0.056 0.144 0.072

150 K 1.007 | 0.988 | 0.143 0.076 0.087 0.045 0.117 0.063
D 1.009 | 0.985 0.177 0.078 0.100 0.052 0.142 0.065

C —M | 0.989 | 0.988 0.142 0.073 0.086 0.044 0.117 0.060
L 1.004 | 0.986 0.144 0.074 0.087 0.043 0.118 0.062

200 K 1.002 | 0.995 0.131 0.070 0.079 0.042 0.108 0.056
D 1.003 | 0.994 0.172 0.075 0.093 0.052 0.138 0.060

C—M | 0.991 | 0.998 0.130 0.068 0.078 0.039 0.107 0.055
L 0.999 | 0.993 | 0.130 0.068 0.078 0.040 0.108 0.054

300 K 1.003 | 0.994 0.106 0.056 0.065 0.033 0.085 0.045
D 1.013 | 0.992 0.130 0.060 0.074 0.039 0.105 0.049

C—M |0.994 | 0994 | 0.104 0.054 0.063 0.031 0.083 0.044
L 0.999 | 0.992 0.106 0.054 0.064 0.033 0.085 0.043

400 K 1.000 | 1.000 | 0.095 0.052 0.058 0.030 0.077 0.042
D 1.001 | 0.998 0.116 0.055 0.066 0.035 0.093 0.044

C—M | 0.995 | 0.999 0.092 0.051 0.057 0.029 0.075 0.041
L 0.996 | 0.999 0.094 0.051 0.057 0.029 0.076 0.041
500 K 0.998 | 0.998 0.077 0.046 0.049 0.027 0.061 0.037
D 1.001 | 0.997 0.096 0.049 0.057 0.030 0.077 0.040
C—M | 0993 | 0.999 | 0.077 0.045 0.048 0.026 0.061 0.036
L 0.993 | 0.997 | 0.077 0.045 0.049 0.026 0.061 0.036

Tabulka 4.4: Logisticke rozdéleni s parametry p = 1, s = 1, pocet odhadi 500
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n D a b VS(a) | /SO) | V(fo) | ov(fo) | la—aol | [b—bol
10 K 1.061 | 1.934 | 0.153 0.148 | 0.437 | 0.282 0.126 0.123
D 1.093 | 1.870 | 0.222 | 0.205 | 0.669 | 0.372 0.190 0.192
C—M|1.023 | 1877 | 0.162 | 0.159 | 0.496 | 0.355 0.120 0.153
L 1.038 | 1.955 | 0.136 0.134 | 0.366 0.220 0.113 0.111

20 K 1.022 | 1.978 | 0.093 0.096 | 0.252 | 0.142 0.076 0.080
D 1.040 | 1.945 | 0.158 0.152 | 0.399 | 0.220 0.127 0.130
C—M|0.997 | 1.950 | 0.093 0.102 | 0.271 | 0.175 0.072 0.087
L 1.014 | 1.983 | 0.085 | 0.089 | 0.224 | 0.121 0.069 0.074

50 K 1.010 | 1.989 | 0.064 | 0.056 | 0.152 | 0.088 0.050 0.047
D 1.022 | 1.981 | 0.102 | 0.098 | 0.234 | 0.131 0.084 0.080
C—M|0.999 | 1.980 | 0.062 | 0.058 | 0.155 | 0.098 0.047 0.047
L 1.008 | 1.990 | 0.058 0.053 | 0.140 | 0.075 0.046 0.045

100 K 0.999 | 1.996 | 0.042 | 0.039 | 0.099 | 0.052 0.033 0.032
D 1.009 | 1.993 | 0.070 0.069 | 0.154 | 0.089 0.056 0.056

C—M 0995 | 1.991 | 0.041 0.040 | 0.102 | 0.061 0.032 0.031
L 0.996 | 1.996 | 0.038 | 0.037 | 0.090 | 0.046 0.031 0.030

150 K 1.005 | 1.995 | 0.032 0.031 | 0.080 | 0.041 0.026 0.026
D 1.013 | 1.995 | 0.054 | 0.053 | 0.117 | 0.070 0.043 0.042

C—M |1.003 | 1992 | 0.033 | 0.030 | 0.082 | 0.047 0.026 0.024
L 1.002 | 1.996 | 0.030 | 0.030 | 0.076 | 0.039 0.024 0.025

200 K 1.002 | 1.998 | 0.029 | 0.028 | 0.072 | 0.037 0.024 0.023
D 1.010 | 1.998 | 0.048 | 0.050 | 0.107 | 0.061 0.039 0.040

C—M | 1.000 | 1.995 | 0.029 0.028 | 0.074 | 0.041 0.023 0.022
L 1.000 | 1.997 | 0.029 0.027 | 0.068 | 0.038 0.023 0.022

300 K 1.001 | 1.997 | 0.023 0.023 | 0.059 | 0.027 0.019 0.020
D 1.006 | 1.997 | 0.038 0.038 | 0.083 | 0.048 0.031 0.029

C—M |1.001 | 1995 | 0.022 | 0.024 | 0.059 | 0.033 0.018 0.019
L 1.000 | 1.996 | 0.023 | 0.023 | 0.056 | 0.030 0.018 0.019

400 K 1.000 | 1.998 | 0.020 | 0.020 | 0.050 | 0.023 0.017 0.017
D 1.003 | 1.996 | 0.033 | 0.034 | 0.073 | 0.041 0.027 0.027

C—M | 1.000 | 1.997 | 0.019 | 0.022 | 0.052 | 0.029 0.015 0.017
L 0.999 | 1.998 | 0.019 0.020 | 0.048 | 0.026 0.015 0.016

500 K 0.999 | 1.998 | 0.016 0.017 | 0.042 | 0.022 0.014 0.014
D 1.005 | 1.999 | 0.028 0.028 | 0.061 0.035 0.022 0.022

C—M 10999 | 1.998 | 0.017 0.018 | 0.045 | 0.026 0.013 0.014
L 0.999 | 1.998 | 0.018 | 0.017 | 0.043 | 0.026 0.013 0.014

Tabulka 4.5: Rovnomérné rozdéleni s parametry a = 1,b = 2, pocet odhadi 500
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Kapitola 5

Vapnik Chervonenkisova teorie

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat jinymi piistupy, které poskytuji pod-
minky pro konzistenci a fad konzistence odhadti s minimalni vzdalenosti. V této kapi-
tole zavedeme Vapnik Chrevonenkisovu dimenzi (dale jen VC dimenzi) a pojmy k tomu
nezbytné. Nasledné vyslovime vétu o konzistenci odhadli s minimalni zobecnénou Kol-
mogorov-Smirnovovou (GKS) vzdélenosti na rodinach hustot s koneénou VC dimenzi a
dokézeme ji.

5.1 Vapnik-Chervonenkisova dimenze

Definice 16. Bud A ti{da méfitelnych mnoZin. Pro n-tici (zy, ..., 2,) € {R?}" ozna¢me
NA(z1, ... 2zn) pocet riznych mnozin ve tf¥idé
{{z1, ..., N A;Ae A} (5.1)

Dale n-ty shatter koeficient definujme jako

s(A,n) = max Na(z1y. .0y 2n) - 5.2
( ) (21,eey2n ) E{RA}™ A( ! ) ( )

To znamena, ze shatter koeficient je maximalni pocet rtiznych podmnozin z n bodi, které
mohou byt vybrany pomoci tiidy mnozin A.

Je ziejmé, ze plati s(A,n) < 2" nebot n prvkovd mnozina ma pravé 2" rtznych
podmnozin. Pokud N4(z1,...,2,) = 2" pro n&jaké (21, ..., z,), pak fikdme, ze A roztiidi
{z1,...,2n}. Pokud Na(z1,...,2,) < 2", potom kazdd n prvkovd mnoZina ma takovou
podmnozi-nu, Ze neexistuje mnozina v A obsahujici pravé tuto podmnozinu n prvku.
Plati-li tedy s(A, k) < 2* pro n&jaké p¥irozené k, potom s(A,n) < 2" pro viechna n > k.
Ptipad, kdy poprvé nenastane rovnost, je dilezity.

Definice 17. Bud A tfida mnozin |A| > 2, kde |.A| oznac¢uje pocet prvkid mnoZiny A .
Nejvétsi piirozené &slo k > 1, pro které plati, Ze s(A, k) = 2¥, oznacme V4 a nazjvejme
ji Vapnik-Chervonenkisovou (VC) dimenzi tfidy A. Pokud s(.A4,n) = 2" pro vSechna n,
pak polozme V), = oo.

T¥idy mnozin A, pro které V, < oo jsou nazyvany Vapnik-Chervonenkisovi tfidy. Pro
lepsi predstavu spoc¢téme Vapnik-Chervonenkisovu dimenzi pro par nejjednodussich t¥id
mnozin.
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Piiklad 6. Necht A obsahuje vSechny polopfimky realné osy (—oo,z],z € R, potom
s(A,2) =3 < 2% atedy Vy=1.

Priklad 7. Pokud A obsahuje kone¢ny pocet mnozin, pak V4 < log, |A| a s(A,n) < |A|
pro vSechna pfirozena n, protoze k rotztfidéni n bodi je potifeba miniméalné 2" mnozin.
Druhé tvrzeni je jasné.

Priklad 8. Necht A je t¥ida vSech intervala (z,y) C R, pak V4 = 2. ProtoZe neexistuje
interval, ktery by ze tti libovolnych bodt vybral dva krajni a zaroven nevybral prostiedni
z nich.

Lze dokazat nasledujici tvrzeni (dikaz lze nalézt napi. v [3]).

Tvrzeni 13. Bud A trida vsech uzaviensych kouli v R?, tj. podmnozin v R tvaru

d
{x = (2W,...,z@D): Z 2D — a]? < b} : (5.3)
i=1

kde aq,...,aq,b € R nabyvaji vsech moznijch hodnot. Potom V4 < d+ 2.

Piiklad 9. Pokud je A t¥ida vsech konvexnich mnohotihelnikéi v R?, potom V4 = oo,
nebot kazdych n bodu tvofi bud mnohothelnik, nebo lezi na kruznici a pro libovolnou
podmnozinu mnoZiny bod#l z,..., 2, € R? lezicich na kruznici existuje mnohothelnik,
ktery ji vybere (viz Obréazek 5.1).

Obrazek 5.1: Libovolnou podmnozinu n prvki rozlozenych na kruznici lze vybrat pomoci
mnohotuhelniku

5.2 Dukaz konzistence odhadi s minimalni zobecné-
nou
Kolmogorov—Smirnovovou vzdalenosti

V této casti vyslovime a dokadzeme vétu o konzistenci odhadt s minimalni zobecnénou
Kolmogorov-Smirnovovou vzdalenosti. Dtikaz provedeme v nékolika krocich s pomoci tii
technickych lemmat, ktera také dokazeme!.

1Cely dikaz je proveden podle velmi stru¢ného navodu uvedeného v [3].
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Nejprve vyslovime vétu poskytujici odhad, ktery pouzijeme v dikazu konzistence
odhadt s minimalni vzdalenosti fadu n~'/? ve stfedni hodnoté L;-normy.

Vé&ta 14 (Alexander). Pro ne* > 64 plati ndsledujici odhad:

P(sup lvn(A) — Q(A)| > 5) < 16(y/ne)*%V4 exp (—2ne?), (5.4)
AcA

kde v, je empirickd distribuce, Q) skutecnd distribuce a A mnoZinovd o—algebra pravdépo-
dobnostniho prostoru (X, A, P).

Dikaz lze nalézt napf. ve [3].

Definice 18. Bud Fo = {fy : 0 € O} parametrickd tfida hustot v R¢ (© C R* paramet-
ricky prostor) a Xi, ..., X, stejné nezavisle rozdélend pozorovani na fy € Fg. Definujme
tfidu mnozin

A:{{xe]Rd:fgl > f0) el,eze@} (5.5)
a nasledné odhad parametru ¢ s minimalni D 4 vzdalenosti vztahem

0, = arg min D A(Py,vy), (5.6)
(pokud né&jakéa takova X méftitelnd statistika spliujic 0, = gn(X) existuje a je funkei X)
kde P je distribuce odpovidajici hustoté fy, v, je empirickd mira zaloZeni na (X7, ..., X,)

a D4 je zobecnéna Kolmogorov-Smirnovova vzdalenost definovana jako
Da(P,Q) = sup |P(A) — Q(A)]. (5.7)

€

Véta 15. Pokud A md konecnou VC dimenzi pak
B ([ 1,0 = ol e ) = 007, (55)
to znamend, Ze odhad f5 je konzistentni radu (n=Y2) we stredni hodnoté L,-normy. Kde

vsechny symboly jsou zavedeny v predchozi definici.

Pro jednoduchost zapisu ozna¢me §n = 0. Ptipravme tvrzeni, ktera budeme v dikazu
potfebovat.

Véta 16 (Scheffeho véta). Budte P,Q absolutné spojité pravdépodobnostni miry na R s
hustotami f,qg. Pak plati:

sup|P(4) = Q)| = 5 [ 17() ~ g(a)] (@i, 5.9

AeB
kde B je Borelovskd o—algebra na RY.

Diikaz. Pro nase tcely nam staci dokazat Scheffeho vétu pouze v této podobé

sup [P(4) = QUA) = 5 [ 1£(e) ~ g(a)| (). (5.10)

AcA
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kde A je tiida mnoiin viz definice 18. Definujme mnozinu B = {z € R?: f(x) > g(x)}.
Protoze [ (f(z)— g(z))dz = 0 plati

[ 1@ =gl = [ 1) = g@)ldo+ [ 17(0) )l do

/B (f(2) — g(x)) dz — / (f(2) — g(a)) dz (5.11)

_2/B(f dx—/ )

Pro libovolnou mnozinu A € A pak pokracujeme nasledujicimi odhady

’/Af(x) dx—/ dav ‘/AQB d:c+/mBC (f(x) —g(x))dx‘
< max( / (@ =g@)de [ (o) - fa) da)
< ma( / () =gta) i, [ (o) = Fede) (.12

— 5 [ @) = )]s

Tedy pro supremum plati

1
sup | [ fa)do [ glade] =5 [ 11(e) = gle)]az. (513)
Aeal)a A
piifem# suprema se nabyva na mnoziné B = {z € R?: f(z) > g(x)}. O

Lemma 17. Bud v redind, dvakrdt diferencovatelnd, zdpornd, klesajici konkdvni funkce,
potom plati

o0

/ exp ((1)) dt <

u

exp ((u))
—'(u)

(5.14)

Diikaz. Pouzijeme Taylortv rozvoj funkce v se stfedem v bodé u
(@) = Yu) +¢'(u)(z—u) + %w”(f)(fv —u)?, €€ (uz)VEE (z,u)
d(r) < Pu) +¢'(u)(z —u), (5.15)

nebot 1 je konkdvni, a ddle s vyuzitim predpokladi plati

(e 9] o0

[ as < few i + vt - wya = { 4700070 )
_exp (¥(u)) Oex :exp(@/z(u))
=y [ e = "L (010

—0o0
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Lemma 18. Bud' b > 0 pevné, potom pro u > \/b/2 plati

T b—1 9 2
/tbeXp(_2t2)dt§ - eXg( = (5.17)
Diikaz. Pro odhad integralu pouzijeme lemma 17, ovéfme jeho piedpoklady.
P(t) = blnt — 22
Pty = b —4t
Y(t) < 0, Vt>/b/4 (5.18)
Y't) < 0, Vit

Zapornost funkce na celém intervalu neni nutna, viz predchozi diikaz, je jen tieba, aby
uvazovany integral konvergoval. Tedy podle lemmatu 17 plati

oo oo

b ) 2
/tbexp(—2t2) dt = /exp (blnt — 262)dt < %(bu)
u —_ =
ubexp (—2u?)  ublexp (—2u?)

= 5.19
- 2u 2 ’ (5.19)
kde posledni odhad plati pro u > /b/2. O

Lemma 19. Bud X kladnd ndhodnd velicina, pro kterou plati
P{X >u} < aulexp(—2u?) pro u>+/c, (5.20)

kde a,b,c jsou kladnée konstanty. Pokud b > 2c > e, potom plati
blnb

EX < g+ ; . (5.21)

Diikaz. Protoze pro kladnou ndhodnou veli¢inu plati EX = [ P{x > ¢} dt a déle plati
tyto nerovnosti «/% > \/g > /¢, mizeme provést nasledujici odhady

binb
2 oo

EX_/P{X>t}dt_ / P{X >t} dt + / P{X >t} dt

VE
blnb blnb)o1
< / 1dt + / at® exp (—2t2) dt < ;+g<eb (DT)> (5.22)

<

+ 3 ;
2 2
kde jsme pouzili lemma 18 a v posledni nerovnosti odhadli vyraz v zavorce jednickou. [

A nyni jiz mame pripravend vSechna tvrzeni potiebna k dikazu véty 15.
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Diikaz ( véty 15). Pomoci Scheffeho véty, trojihelnikové nerovnosti a vlastnosti zobec-
néné Kolmogorov-Smirnovovy vzdalenosti odhadujeme

[ 153(a) = faa)| de = 2509 [F3(4) = Fo(A)] = 2Da(Py. o)

< Q(DA(P l/n) + DA(Vn, Pg)) (523)
S 4DA(Vn, P@) .

Dale odhadujeme stfedni hodnotu

ik / F5(@) = folw) A} < B{4yaDA(va, o)}
= 4E{\/ﬁitéglvn(f1) — By(A)[} (5.24)

< 4(8+ /20434 In (4096V4) ),

kde posledni odhad ziskdme pouzitim lemmatu 19. Ovérme jeho predpoklady.

P{\/ﬁilég!un(fl) — Fp(A)] > U} = P{i‘éﬁ’%(m - B(A)] > %}

< 16u* V4 exp (—2u?), prou > 8, (5.25)

kde odhad je dan vétou 14 (Alexander). A nerovnost mezi konstantami b, ¢ z lemmatu 19
je také splnén nebot b/2 = 2048V, > 64 = ¢ > e.
Tim je diikaz dokoncen. O]

Pomoci ptistupu pfes Vapnik-Chervonenkisovu dimenzi se nam také podarilo dokazat
konzistenci odhadtt s minimalni vzdélenosti s rychlosti fadu n~'/? ve stfedni hodnoté
Ly—normy.

5.3 Vapnik-Chervonenkisova dimenze a stupen
variace

Na prikladech porovnejme oba zatim prozkoumané pristupy a podivejme se na vza-
jemny vztah jim odpovidajicich charakteristik: stupné variace, parcialniho stupné variace
a Vapnik-Chervonenkisovy dimenze. Nejprve poznamenejme, ze Vapnik-Chervonenkisova
dimenze je citlivd na zmény hustot na mnozinach nulové miry, zatimco stupné variace ne.
Proto v této ¢asti uvazujme rodiny hustot D obsahujici hustoty riiznici se na mnozinach
nenulové miry.

Na jednoduchém piikladé snadno ovérime, ze v obecném ptipadé z konecnosti Vapnik-
Chervonenkisovy dimenze neplyne konec¢nost stupné variace.

Piiklad 10. Uvazujme konec¢nou rodinu hustot D = {fi,..., f,} na R s nekoneénym
stupném variace. Spo¢téme VC dimenzi t¥idy mnozin
:{{xER:fi>fj} i,jeﬁ}. (5.26)

7 Prikladu 7 vime, ze V4 < p < 0.
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Priklad lze velmi snadno rozsifit i na nekonec¢nou rodinu hustot, jak ukéaze nasledujici
priklad 11.

Piiklad 11. Necht rodina hustot D obsahuje rovnomérnou hustotu ¢ intervalu (0,1) a
hustoty f,, definované takto

nL_H x E (%7 221‘171)7 1= 1727
fo=S 2 ze(mmgm)i=12,... (5.27)
1 ze(31)

Potom DV (D) = oo, protoze napiiklad DV (g, f1) = oo, zatimco V4 < oo, protoze t¥ida
mnozin A obsahuje pouze dvé riizné mnoziny

A = {zeR:g(x)> fi(v)} =

Ay = {zeR: fi(x) >g(x)} =

Ay = {zeR: fi(z) > filz)}
Ay = {zeR: fj(x)> filx)} = Ay, proi>j

(221‘1+1a %)7 vj 6 IN (528)

|
S
=
e
=
]
<
\Y
~

Tento priklad ukazuje situaci, kdy je mozné pouzit Vapnik-Chervonenkisovu teorii, ale
teorii zalozenou na stupni variace ne. Podivejme se jesté, je-li mozné pouzit teorii parciél-
niho stupné variace vybudovanou v kapitole 4. Snadno zjistime, Ze existuje posloupnost
an, lim a, = 0 takova, ze DV, (f,,g) < K < oo, Vn € N, protoze

n—oo

o0 oo
b (0 ) =0 ke i (o)) =0
kde v a v, jsou horni a dolni variace definované hustotami g, f,,, a tedy je mozné tuto
teorii pouzit.

V nasledujicich dvou ptikladech zkonstruujeme rodinu hustot, na které bude mozné
pouZit obé teorie (tj. DV (D) < oo AV < o0), a rodinu hustot, na které obé teorie selzou
(tj. DV(D) = co ANV = 0).

Priklad 12. Uvazujme rodinu D vsech hustot Gaussova normalniho rozdéleni ve tvaru

flo,u) = \/ﬁexp(—#(:p — 1)?). Potom zfejmé DV (D) = 1 a V4 = 3, protoZe ttida
mnozin
A={z e R: f(u,01) > f(pa,02), pa, p2 € R, 01,09 > 0} (5.29)

obsahuje pouze mnoziny typu
Ay = (x,y), Ay = (—00,x) U (y,00), A3 = (—o0,2), Ay = (y,0), z,y € R, (5.30)

pomoci kterych jdou roztridit maximéalné tii body z1, 29, 23 € R.

Priklad 13. Zvolme k£ € IN libovolné a vyberme k riznych bodi zi,..., 2, v intervalu
(2K, 2k+1) a oznacme 21, . . . , k) jejich vzestupné pferovnani. Pro j = 1,..., k definujme
intervaly

U; = (uj_1,u;) C (2k, 2k + 1), kde u; = Z““)fw

up = 2k, up =2k + 1. (5.31)

proj=1,....k—1
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Existuje 2* riiznych podmnoZin mnoziny {1,...,k}, oznacme je MF, i =1,...,2% a defin-
ujme hustoty

—1

A( U u j) na | U;
fae = jeM} jeMF (5.32)

0 jinde na R,

kde A(A) je Lebesqueova mira mnoziny A.

Definujme rodinu hustot D = {fyx :i =1,...2% k € N}.

Z konstrukce je zfejmé, 7e pro kazdé k € IN existuje mnozina {z,...,z2;}, kterd je

roztifdéna t¥idou mnozin A = {x € R : fyx > fur,i,J € {1,...28} k € N}, a tedy

i J

V4 = oo. OvSem v tomto piipadé také DV (D) = co.

Nasledujici ptiklad ukaze, ze obecné neplati ani obracend implikace, tedy ze z kone¢nos-
ti stupné variace neplyne konec¢nost Vapnik-Chervonenkisovy dimenze. Jeho konstrukce
bude podobna jako u prikladu 13, jen znac¢né opatrnéjsi, aby stupen variace ziistal konec¢ny.
Piiklad 14. 2 Zvolme k € N libovolné a vyberme k riiznjch bod# 2y, ..., 2z, v intervalu
(2k — 1,2k) a oznacme 21y, ..., 2 jejich vzestupné pierovnani a Z, = {z,...,2}. Pro
j=1,...,k definujme intervaly

U; = (ui1,u;) C (2k —1,2k), kde u; = Z(JH)TW

up =2k — 1, up = 2k . (5.33)

proi=1,...,k—1

Existuje 2¥ riznych podmnozin S; C Zyj = 1,...,2". Proj =1,...,28ai =1,...,k
definujme hustoty

1—% proz € U;, kdyz U; N S; =0
gf(x) =<¢ 1- 2]% . proz € U;, kdyz U; N S; # 0 (5.34)
1—2?21043(11' proz € (2k —2,...2k — 1),

kde d; = |u; — u;_1| je délka intervalu U; a

1—L  kdyzUinS; =0
1— 3 kdyz UinS; #0.

i

(5.35)

Definujme rodinu hustot
D={gi:j=1,....25 ke N}U{fi.k € N}, (5.36)

kde fx je rovnomérna hustota na intervalu (2k — 1,2k). Vidime, ze DV (D) = 1, zatimco
VC dimenze tiidy mnozin A = {z € R : f(z) > g(z), f,g € D} je V4 = oo, protoze
z konstrukce je jasné, ze pro kazdé k € IN existuje mnozina Z; = {z1,..., 2x}, kterd je
rozt¥idéna tfidou mnozin A.

Je tedy vidét, ze podminka DV (D) < oo pro Kolmogorovské odhady je pfimo neporov-
natelnd s podminkou V4 < oo pro odhady s miniméalni GKS vzdalenosti bez omezujicich
pozadavki na rodiny D. Pro konstrukci podminek, za kterych bude konec¢nost stupné vari-
ace implikovat kone¢nost VC dimenze se inspirujme piikladem 14. Tedy je tieba zabranit
situaci kdy f; — fo na n&jakém intervalu (a,b), —o0o < a < b < +o0o0 neméni znaménko a
zéroven {x : fi > fo} je sjednoceni libovolného poctu intervalii.

2Ptiklad je prevzat z [11].
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Véta 20. Necht pro kazdé f;, f; € D plati, Ze pokud ezistuje interval (a,b) C R takovy, Ze

pro vz € (a,b) fi(z) = f;(z) a existuje ¢ < a pro které fi(c) # f;(c), potom fi(x) = f;(z)
pro Vx > a. Pak konecnost stupné variace implikuje konecnost VC dimenze.

Pozndmka 6. Existence ¢ < a pro které f;(c) # f;(c) v pfedpokladech véty 20 je proto,
aby v rodiné D mohly byt i hustoty, které se na intervalu (—oo, d), d € R rovnaji a teprve
v bodé d se jejich hodnoty rozchazeji.

Diikaz. Necht DV (D) < oo, potom pocet znaménkovych zmén rozdilu libovolnych dvou
hustot z D je nanejvys roven 2DV (D) a diky pfedpokladu mnoziny tvorici t¥idu A jsou
sjednoceni maximalné DV (D) + 1 intervali. To znamend, Ze tfida mnozin A neroztiidi
2DV (D) + 3 bodi, protoze nedokaze vybrat kazdy druhy. Tedy V4 < 2DV(D)+3. O

Pozndmka 7. Implikaci nelze obratit. Pokud je V4 < oo pak existuje [ € R, Ze trida

mnozin A neroztfidi zadnou [—tici bodt {z,...,z}. Divody k tomu mohou byt dva.

Bud |A| < 2! nebo |A| > 2!, ale mnoZiny jsou nesikovné. Ovsem ani v jednom piipadé
o0

neni zaruceno, Ze ve t¥idé A neni mnozina typu J(a;, b;), kterd pii platnosti predpokladu
i=1

véty 20 uz nutné musi pochézet od dvou hustot s nekonecnym stupném variace.

Na zavér poznamenejme, ze zobecnény Kolmogorovsky odhad je vypocetné znacné

vevs

tFidu mnozin. Soucasné ovéteni podminky DV (D) < oo je snazsi, nez ovéfovani podminky
Vi < o0.
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Kapitola 6

Yatracosovo kritéerium

V této kapitole kratce shrneme poznatky ¢lanku [16] o konzistenci odhadii s minimalni
vzdalenosti. Na ptikladech porovname vysledky dosazené pomoci této teorie s vysledky
teorie zalozené na stupni variace.

6.1 Konstrukce odhadu

Na méfitelny prostor (X, .A) nejsou kladena zadna omezeni, nechf mnozina pravdépo-
dobnostnich mér P(X, A) je ddna parametricky P = {Fp : § € O}. O struktufe paramet-
rického prostoru © se nepredpoklada nic, ani jestli je koneénérozmérny, nebo ne. Metrizuj-
me P totalni variaci dpy mezi mirami, kterd je vlastné L;—normou mezi odpovidajicimi
hustotami, pokud existuji. (Coz nés opraviiuje fikat ze P je metrizovana L;—normou).

Definice 19. Bud (Y, d) totalné omezeny metricky prostor. Pro kazdé a oznac¢me N(a)
nejmensi pocet d—kouli o poloméru a (tj. mnoZin tvaru {z € Y : d(x,z9) < a}, kde
xg € Y je stfed), které pokryvaji Y. Funkci log, N(a) nazyvame Kolmogorovska entropie
prostoru Y.

Lemma 21. Bud P = {Fy : 0 € ©} Li—totdlné omezend monoZia pravdépodobnost-

nich mér na (X, A). Pak pro kaZdé a > 0 existuje trida mnozin F, C A mohutnosti
|Fa|l < N*(a) tak, Ze dry(Po,, Po,) < 4a+ sup{|Pp, (A) — Py, (A)], A € Fy}

Véta 22. Pokud je P Li—totdlné omezend, pak existuje stejnomeérné konzistentni odhad
0,, parametru 6 jeho? vdd konvergence spliiuje rovnici a,, = [log(N(a))/n]*/?.

6.2 Yatracosuv pristup a stupen variace

Predpokladejme, ze k mirdm z P existuji hustoty (mnozinu odpovidajicich hustot
ozna¢me D), potom odhad f, hustoty f ziskany podle véty 22 je pfimo jeden ze stiedii
Ly kouli pokryvajicich D. V§imnéme si, Ze N(a) — oo kdyZ n — oo pro posloupnost a,

klesajici k nule. A tedy odhad f, nemusi byt konzistentni fadu n~'/2.
Neékteré z nasledujicich ptikladt jsou prevzaty z [16].
Priklad 15. Uvazujme rodinu hustot tvaru:
D= {F:[0,1) = R : {9 — f9y)| < Lz — gl na 0.1} (6.1)
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Yatracos ukazal ze odpovidajiji odhad s minimalni vzdalenosti dany vétou 22 je konzis-
tentni fadu a,, = n~*T/25t3 v L1 —normé. Tedy miZzeme ziskat odhad s fadem konzistence
libovolné blizko n~/2, kdyz s bude vybrano libovolné velké. Stejny vysledek byl ziskan jiz
diive pro Lipschitzovskou t¥idu hustot viz [2]. V tomto pfipadé nemusi byt stupeii variace
ani parcialni stupen variace konecny.

Priklad 16. UvaZzujme parametrickou rodinu hustot:
1
D= {f@(l’) = 5exp{—|x—9|} € R,0 € [0, 1]} (6.2)

D je Ly—totélné omezend a plati, ze N(a,) ~ 1/a, pro a, malé. Pak z véty 22 obdrzime
odhad konzistentni ¥ddu a, = [(logn)/n]"/? v L;—normé. Zatimco pouzitim vét 10 a 11
ziskdame silnéjsi vysledek. Nebot DV (D) = 1 a tedy Kolmogorovské odhady jsou konzis-
tentni fadu n~'/2 v L;—normé i jeji stiedni hodnoté.

Priklad 17. Definujme rodinu hustot
D f(z) ! _ €ls—1,s+1],seR
= T) = —ex crx€ls—1,s s
K P 1- (x —s)? ’ ’

1
1
kdeK:/exp{l_QjQ}. (6.3)
5

Vidime, ze rodina D nemize byt L; totalné omezena, protoze obsahuje podmnozinu
D ={f(x) : 2 € [s—1,s+ 1],s € Z}, kterd neni L; totdlné omezend diky posuniim
nosi¢i, zatimco DV (D) = 1. Mame tedy ptiklad rodiny hustot na které nejsou splnény
predpoklady Yatracosova kritéria (véta 22), ale teorie stupné variace je pouzitelnd.

Snadno ziskdme i pfiklad rodiny hustot s nekonecnym stupném variace, ale s kone¢nym
parcialnim stupném, na které nebudou splnény predpoklady Yatracosova kritéria (véta 22).
Staci predchozi piiklad (17) modifikovat.

Priklad 18. Necht rodinu hustot D obsahuje hustoty
%exp{ﬁ} rel[s—1,cUld,s+1], se R

fn = (6.4)
%exp{m} + hysin (22(z —¢)) z€le,d], seR

1
kde K = [ exp{:L;} a pro konstanty c,d plati, Ze s — 1 < ¢ < d < s+ 1 a posloup-
1

nost h, je takova nezdpornd posloupnost s nulovou limitou, ze h, < min{f(c), f(d)}.
Potom napriklad pro posloupnost a, = Zhndfc (1 — ﬁ) je na rodiné D splnéna asymp-
totickd dominance fadu a,, ale ze stejnych divodid jako v piikladu 17 nenjsou splnény
predpoklady pro pouziti Yatracosovy teorie.

7 prikladi je vidét, Ze nenajdeme primé propojeni Yatracosovy teorie a teorie stupné
variace. Nebot existuji rodiny hustot (viz vyse) slouzici jako protipiiklady.
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Dodatky

Stupen variace a pocet znaménkovych zmén

V ¢lanku [11] se objevuje tvrzeni:

Pro nenulovy kone¢ny stupen variace DV (f,¢g) mizeme vhodnou volbou hustot f
a ¢ na mnozinach A nulové miry redukovat pocet znaménkovych zmén rozdilu f — g
na DV (f, g)+2, kdyz vSechny intervaly J; v definici 9 jsou omezené, nebo na DV (f, g)+1,
pokud jeden z intervald J; je neomezeny.

Toto tvrzeni vsak neplati. Demonstrujme to jednoduchym ptikladem. Uvazujme f
rovnomérnou hustotu na intervalu (—27,27) a hustotu g na stejném nosiéi definovanou
nésledné g(z) = 1= + 75 sin (3(z + 2)).

Obrazek 1:

VA
IAl

2 4 B

Z obrazku 6.2.1 je vidét, Ze pocet znaménkovych zmén rozdilu f—gje 11 a DV (f,g) =
6, coz je v rozporu s vyse uvedenym puvodnim tvrzenim.
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