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1 Uvod

Tématem této préace je frakciondlni Ornsteinuv-Uhlenbeckuv proces v ko-
necnérozmeérnych prostorech. Tedy feseni linedarni stochastické diferencialni
rovnice, ve které namisto standardntho Wienerova procesu vystupuje frak-
cionalni Brownuv pohyb (fBp), jenz je jeho zobecnénim. Definici a zakladni
vlastnosti (fBp), stejné jako zavedeni stochastického kalkulu pro (fBp) lze
nalézt napiiklad v [2] nebo v [6].

Ve 2. kapitole se zabyvame linedrni stochastickou rovnici. Studujeme
existenci a jednoznacnost feSeni, stejné tak jako jeho zakladni vlastnosti.
Déle zavadime pojem limitni miry, ke které feseni linedrni rovnice slabé
konverguji.

Ve 3. kapitole definujeme pojem gaussovského mostu, tedy procesu spo-
jujictho pocatecni bod v ¢ase 0 s danym koncovym bodem v case T'. Nalez-
neme jeho reprezentaci a odvodime vztah pro gaussovsky most fizeny Orn-
steinovym-Uhlenbeckovym procesem. Pro tuto ¢ast jsme prevazné cerpali
z [1].

V 4. kapitole uvadime véty o ergodicité, diky kterym muzeme odhadovat
neznamé parametry ve stochastickych rovnicich. V posledni 5. kapitole pou-
zijeme predeslé poznatky k odhadu nezndmého parametru ve stochastické
rovnici kmitani oscilatoru.

Kapitola 5 spolecné s reprezentaci Ornsteinova-Uhlenbeckova mostu pred-
stavuji puvodni vysledky této prace.

2 Linearni stochasticka rovnice

Definice a zékladni vlastnosti stochastického integralu vuci frakciondlnimu
Brownovu pohybu jsou uvedeny v [2] a [6].
Uvazujme nasledujici rovnici

dX, = AX,dt + ®dB, X, =z (1)

s koeficienty A € R™" a ® € R™™ s pocdtetnim stavem zy € R, kde B}
je frakcionalni Brownuv pohyb s hodnotami v R™ a Hurstovym parametrem
H> 1.

Resenfm rovnice (1) na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P), na kterém
je definovdn R"-hodnotovy (fBp) Bf, nazveme spojity proces (X, ¢t > 0),



pro ktery plati rovnice
Xt:x0+/tAXSds+<I>BtH, t>0 P—s.j. (2)
0
Ukazeme (viz véta 2.2), ze proces
X, = eMag+ /t A=) P dBf, t>0
0

je jedinym Fesenim rovnice (1). Tento predpis je analogii formule pro variaci
konstant a pro H = 1/2 definuje Ornsteinuv-Uhlenbeckuv proces, o kterém
vime, ze fesf nasi rovnici (1), ve které H = 1/2 (BY? je Wienertiv proces).
Proces X, je zfejmé dobie definovany, nebot pro kazdé ¢ je integrand spojita
funkce. Podivejme se na jeho zakladni vlastnosti.

Véta 2.1. Proces definovany v (2) md spojitou modifikaci, je gaussovsky, se
stredni hodnotou e*zo a kovarianci

Qrs = /OS /Ot e Qe U (t — s +u — v) dudv, (3)

def

pro s,t >0, Q) = o

T a p(u) = H(2H — 1)|ul? 2.

Diikaz. Proces je ziejmé gaussovsky s uvedenou stiedni hodnotou. Pro x,y €
R"™ mame

s t
(Qsz,y) =E <eATsx, / e d dBH > <eATty, / e "o dpH > .
0 0

Po tpravach se tento vyraz dale rovna

s t
/ / <6_A”(I> (e_A“<D)T eATsx, eATty> ¢(u — v) dudv
o Jo

s t
:/ / <6A(t_”)QeAT(S_“’)a:, y> o(u — v) dudv
o Jo
s t
:/ / <6A“Q6AT“95, y> ot — s +u—wv)dudv.
o Jo

Nyni dokdzeme existenci spojité modifikace. Necht n € N. Potom pro n <
s<t<n+1

E|X, — X,
2
=J, + Js

t s
<20tz — e xol? + 2R / AW I / AP dBH
0 0




Existuji konstanty K, Ky a K, takové, ze
T < (Klzo|| Al (t — 5))" < K (t — 5)*"

s t
/ A — Ao dBY + / e B!
0 s

2

Jy = 2K

2 2

t
< 4E +4E| [ ACWodBH

(eA(t—s) I) /S A(s—u)cb dBH

(|A|e|A| / / Qe U (u — v) dudv
+4 Tr/ / e Qe o (u — v) dudv

<4|Ale? sup T Qul(t— ) +4Tr  sup | Qe ?|(t — 5)*
s€[n,n+1] n<u,v<n+1

S Kg(t — S)2H

Podle Kolmogorovovy-Cencovovy véty tedy existuje spojitd modifikace X7
procesu X; pro t € [n,n + 1]. Existuji tedy mnoziny U,,n € N takové, ze

Xinw) =X (w) = X3l (W), weQ\U, P(U,) =0.

Pak ziejmé P(U )U, = 0 a pro w € Q \ U U, je proces X;(w) &f X/ (w)
pro t € [n,n + 1] spojitd modifikace X (nadale tuto modifikaci budeme
znacit Xy). O

Véta 2.2. Proces

t
X, = ey + / A9 aBH .t >0 (4)
0

je resenim rovnice (1). Resend je P—s.j. jednoznacné uréeno a je tedy ddno
predchozim vztahem.

Dikaz. Ovérime, ze proces (4) spliuje rovnici (2). Pfi vypoctu pouzijeme



integraci per partes (viz [2, 6]) a Fubiniovu vétu.

t t s
/AX ds:/ A(@ASJZ0+/ AS_T)@dBf) ds
/—e xods+// (5= TCI)dBHds

S_JeAtxo—:Cg—i—/ {—d Als— ”chH} ds
0 r=0

t S d2 A( ) o -
+/ / We (I)BT, drds
—eAxo—xg—l—/ A(IDBHCZ8+/ / —e (s=r ds(IJBHdr
0

Posledni integral na pravé strané je roven

t ¢ t
/ {ieA(S_T)} dBH dr = / (AeA(t_T) — A)oB! dr
o Lds _ 0

S

[ AR / Ao dBl - / A®B dr
0 0

t t
= —®BH + / At dBH — / ADBH dr
0 0
Celkové mame
t t
/ AX, ds Z eMry — z — (IDBfI +/ At=9)p dBfI
0 0
= X; —x9— ®BY

a X, je tedy feSenim. Necht Y je jiné feSeni. Pak

t
X =il = | [ A - vods
0

a podle Gronwallova lematu tedy P[|X; —Y;| =0, ¢t > 0] = 1.

(7)

¢
S/ |A||Xs — Ys|ds prot>0 P—s.j.
0

]

V piipadé, kdy je matice A negativné definitni, existuje limitni mira, ke

které feseni rovnice (1) slabé konverguji.



Véta 2.3. Oznacme pf = Law(X[) rozdéleni teseni rovnice (1) spliugict
X§ = x. Je-li A negativné definitni, pak matice

Qoo = /0 ) /0 h e Qe p(u — v) dudv

je dobre definovand a je-li ji, gaussovskd mira poo = N(0,Qs), pak
tlim 1 = loo, Slabé

pro kazZdou pocdtecni podminku x.

Diikaz. 7 negativni definitnosti A plyne existence konstant M, w > 0 takovych,
ze

et < Me™', t>0.
Prot >0 je

2() = /0 e 4B (u)

nahodny vektor s rozdélenim py = N(0,Q;), kde @, je kovarianéni matice
z véty 2.1 (tedy e+ Z(t) ma pro kazdé t > 0 stejné rozdélen{ jako feseni X,
rovnice (1), viz (4)). Nynf ukdzeme, ze (Z(t),t > 0) konverguje v L*(Q; R")
pro t — oo. Necht ¢t > s > 1. Existuje konstanta K (v kazdém tddku se
muze ménit) takovd, ze

t 2

E|Z(t) - Z(s)?=E| [ e™®dB"(u)

=Tr / t / t Qe (u — v) dudv
/ / e[ D[P p(u — v) dudy

< K/ / e h(u — v) dudv

= 2K/ / e (u — v) dudv

< K/ / @y — u) 72 dudv




00 1

< K/ e“”’vQHl/ (1 —u)?" =2 dudv
s 0
< K/ e =1 qy.

Posledni integrdl na pravé strané ziejmé konverguje k 0 pro s — oo. Proto
(Z(t),t > 1) je cauchyovskd v L*(€;R™) a existuje ndhodny vektor Z(oo)
takovy, ze Z(t) — Z(oco) v L*(2). Rozdéleni Z(00) je pioe = N(0,Qs),
protoze )y — Q. Pro x € R" a ¢ : R"™ — R omezenou lipschitzovsky
spojitou funkci plati

[ ot~ [ ] = Botets + 200) - Bo(2Z(00)
< kle*a] + B|Z(0) ~ Z(o0))
<k, <M|x|e“”t + (ElZ(t) - Z(oo)|2)§>

kde k, je lipschitzovska konstanta . Odtud jiz plyne slabd konvergence. [

, pak

Pozndmka. Jsou-li splnény predpoklady véty 2.3 a je-li navic H = %

Qoo—/ eAthATtdt.

0
3 Ornsteinuv-Uhlenbeckiiv most

3.1 Motivace

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (€2, F,P). Necht X je spojity gauss-
ovsky proces takovy, ze Xo = 0 a E(X;) = 0. Zvolme T" > 0 a definujme
X-most UTY piedpisem

t

UMt = X, — —Xr. (8)

T
Je ziejmé, ze proces UT je gaussovsky. Je mostem ve smyslu U0 = U10 =
0. Pokud X je stardardni Browntuv pohyb, je znamo, ze pravdépodobnostni
rozdéleni procesu UTY definovaného v (8) je stejné jako podminéné rozdélent
standardniho Brownova pohybu

P — Law((X)o<i<r| X7 = 0) = P — Law((U)o<i<r)-

6



Nicméné definujeme-li most pro obecny gaussovsky proces vztahem (8),
neziskdme pro jeho rozdéleni predchozi rovnost.

3.2 Definice X-mostu a jeho reprezentace

Definice 1. Necht X je gaussovsky stochasticky proces spliujici Xy = .
Pak gaussovsky proces X7 je X-most z (0,z¢) do (T, ), pokud plati

P — Law(X"%) = PTY — Law(X), (9)
kde mira P7? na (Q, F) je definovéna
P10 =P(-| X =0). (10)

Pozndmka. Piedchozi definice piedpoklads, ze proces X7 existuje v pros-
toru (2, F,P). Navic plati

1 =P(Xr =0|Xr = 0) =P (X7 = 0) = P(X7" =0),

jak ocekdvame. Vsimnéme si, ze v (10) podminujeme jevem nulové miry.
Avsak (10) muzeme definovat jako regularni podminéné rozdéleni v polském
prostoru spojitych funkei na [0, 7] (viz Shiryaev [5]).

Lemma 3.1. Necht X a'Y jsou sdruzené gaussovské nahodné vektory s hod-
notami v R™. Necht X a'Y maji stiedni hodnotu 0. Oznacme Cx kovarianci
vektoru X, Cy kovarianci vektoru'Y a Cxy kriZovou kovarianci vektoru X
a Y. Necht Cx je requldrni matice. Pak podminéné rozdéleni Y pri daném
X je gaussovské se stredni hodnotou

E[Y|X] = CxyCy' X (11)

a kovarianct

Cyx = Cy — CxyCx' Cyx. (12)

Ma-li X stredni hodnotu myx a'Y stredni hodnotu my, pak
E[Y|X] = my — CxyCx'(mx — X) (13)
a podminénd kovariance se nezméns.

Diikaz. Dukaz lze najit napiiklad v [4]. O



Véta 3.2. Necht X je gaussovsky proces se stredni hodnotou u(t) a kovari-
anci Q. Oznacme Qry = cov(Xp, X¢) a Qr = cov(Xy, X¢) = varX;. Pak
X-most XT% 2 (0, 14(0)) do (T,0) md ndsledujici reprezentaci

X =X, — QriQr (Xr —6). (14)
Navic plati

E(X[) = u(t) — QraQ7' (u(T) — 0)
cov(X;F’e, XST’G) = Qs — QT,SQI_“lQT,t'

Diikaz. Proces X;? definovany v (14) ma zfejmé uvedenou stredni hodnotu
a pro jeho kovarianci plati

cov(X, 7, XI7) = cov(X; — QriQr' X1, X, — QrsQ7' X7)
= Qs — QT,sQ;lQT,t — QT,tQElQT,s + QT,tQ}lQT,sQ%lQT
= Qt,s - QT,SQElQT,t'

Polozime-li v lemmatu 3.1 Y = X;, Cy = Q;, X = Xp, Cx = Qr, Cxy =
Q1 ziskdme stejné vysledky. Rozdéleni procesu XtT o je tedy stejné jako
podminéné rozdéleni procesu X; za podminky Xr. O

Zkonstruujeme X-most, kde X je Ornsteinuv-Uhlenbeckuv proces, tedy
feSeni rovnice (1)

dX, = AX,dt + ®dB, X,=x,

Podle véty 2.2 je feSenim této rovnice proces (4)

t
X0 = ety —|—/ A9edBE >0
0

Podle véty 2.1 méa tento proces nasledujici stredni hodnotu a kovarianci
p(t) = ettag

s t
Qis = / / Qe p(t — s + u — v) dudv
0o Jo

Q= /Ot /Ot A" Qe U (u — v) dudv



Je-li Qr reguldrni matice, muzeme predchozi vztahy dosadit do (14) ve
vété 3.2 a ziskame pro Ornsteinuv-Uhlenbeckiuv most reprezentaci

XtT’e =X — QTtQj_“l(XT —0)

= ey +/ At=s)pqBH — (// e Qe V(T t—l—u—v)dudv)
( / / e Qe p(u )dudv) ( Tro + /0 eAT=)pqBH —9)

Navic plati
E(X{) = pu(t) — QreQy (1u(T) — 6)

=e x0—<// e Qe V(T t+u—v)dudv>

-1
X (/ / eA“QeAT“¢(u —0) dudv) (eAT:UO — 9)
o Jo
cov(X{, X1) = Qus — Qr Q7' Qry
s t
— / / Qe ot — s + u — v) dudv
o Jo

B (/S/TQAUQQATU¢<T—S—l—u—v)dUdU)
o Jo
-1
><</T/T6A“Q6AT”¢(u—U)dudv)
o Jo
t T
Au ATy T — o d d)
X(/o/oe Qe Yo( t+u—v)dudv

Ptedchozi vyrazy v této obecnosti nejspis nelze zjednodusit, ale ve specialnich
piipadech ano. Uvazujeme-li rovnici (1) jednorozmérnou (tedy n = m = 1)
a polozime-li A = 0 a ® = 1 s pocatecnim stavem xy = 0, je jejim feSenim
piimo frakciondlni Brownuv pohyb startujici v bodé 0, pro jehoz stredni
hodnotu a kovarianci plati

pu(t) =0
0 (2H | g2H _ |t . S|2H
ts —
’ 2
Qe =t



Pouzitim predchozich vztahu ziskdme reprezentaci pro jednorozmérny frak-
cionalni Brownuv most

B/ = B' = Qr.Q7'(Bf —0)
TQH + tQH _ |T o t|2H

E(B/) = p(t) — QruQz' (u(T) — 0)
B T2H 4 2H |7 — t|2H9
- oT2H
cov(B, B) = Qs — Qr:Qr' Qry
_ t2H+S2H _ |t— S|2H_
B 2
(TQH + S2H _ |T _ S|2H)(T2H —|—t2H _ ’T _ tPH)

4T2H

Narozdil od mozné definice pomoci (8) je tato reprezentace pro jednoroz-
meérny frakciondlni Brownuv most spravnd (viz napiiklad [1]). Odvozeny
vzorec pro Ornsteintuv-Uhlenbeckuv most je tedy zobecnénim tohoto piripadu
frakcionalniho Brownova mostu.

4 Odhady parametra na zakladé vét o ergod-
icite
Dukazy vét v nasledujici kapitole jsou technicky naroéné a mohou byt nalezeny

v [3]. Pro nékteré z téchto vét vyuzijeme nésledujici predpoklad.

Piedpoklad (A1). Necht (et > 0) je exponencidlné stabilni, tj. existuji
konstanty M > 0 a o > 0 takové, Ze pro vsechna t > 0 plati

e < Me™,

pak podle véty 2.8 existuje limitni mira o = N(0,Qs) pro (X;,t > 0)
takovd, Ze
1tlim Wi = loo,  Slabé

pro kazdou pocdtecni podminku xo € R™, kde uy® = Law(X;).
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Véta 4.1. Plati-li (A1), existuje striktné staciondrni reseni rovnice (1), tj.
existuje T takové, Ze (X7F,t > 0) je striktné staciondrni proces s rozdélenim
Hoo-

Véta 4.2 (Birkhoffova). Necht (X}, t > 0) je R"-hodnotovy strikiné sta-
ciondrni proces na (2, A, P). Pak pro kazZdou méritelnou funkci o : R™ — R
splriugici Elo(Z)| < oo existuje méritelnd funkce & : Q@ — R takovd, Ze

T—o0

|
lim —/ o(XP)dt =¢ P—s.g. (15)
T Jo

Definice 2. Rikdme, ze R"-hodnotovy striktné staciondrni proces (X, t >
0) je ergodicky, jestlize £ v (15) nezavisi na w € €, t.j. £ je deterministickd
a & =Epo(z).

Véta 4.3. Necht (Xy,t > 0) je R-hodnotovy strikiné staciondrni centrovans
gaussovky proces s autokovariancni funkci R(t) := EXoX;. Je-li tlim R(t) =

0, pak je proces X; ergodicky.

Véta 4.4. Necht (X7, t > 0) je R"-hodnotové teseni rovnice (1). Necht
0: R" — R je méritelnd funkce spliujici E|o(Z)| < co. Pak plati

T—oo 1’

N Y .
fim - [ o(X7)dt= [ o) pcldy) P s
O n
Véta 4.5. Necht plati (A1) a necht (X[°,t > 0) je reseni (1). Necht
0: R™ — R spliuje ndsledujici lokdlni Lipschitzovu podminku: existuji redlné

konstanty K >0 al > 1 takové, Ze
lo(x) = o(y)| < Kz — ylen (1 + [2|gn + [yl
pro vSechna x,y € R™. Pak plati
1 /7
lim f/ o(Xy?) dt = / 0(y) poo(dy) P —s.j.
0 n
Uvazujme nasledujici rovnici
dX, = aAX,dt + ®dBF, X, = o, (16)

kde o > 0 je redlny konstantni parametr, (BZ ¢ > 0) je (fBp) s hodnotami
vR™ A€ RV & c R™™ z, € R". Necht e je exponencidlné stabilni.

11



Pak je i e exponencidlné stabilni a podle véty 2.3 existuje limitn{ mira

po = N(0, Q%)
Pro H > 1/2 méme

QL = / / e Qe (u — v) dudv
o Jo

1 o o
= —2/ / eA“QeAT“qb (E — 2) dudv
a? Jo Jo a o«
1

OéQ_HQOO’

kde Q = ®®T a Q. odpovidd pifpadu o = 1.

Pro H = 1/2 je tato rovnost ziejma.

Na zékladé predchozich vysledku mohou byt potizeny konzistentni odhady
parametru «.

Véta 4.6. Necht plati (A1) a necht (X;°,t > 0) je Feseni (16). Necht z € R"
jge libovolné a necht limitnd mira o existuje s kovarianci Qs takovou, Ze

(Qooz,2) > 0.

Qg = ( <QOOZ’ Z> >2H .
LT, 2|2 dt

lim ar =a, P—s.g.
T—o0

Definugme

Pak plati

Diikaz. Polozme ¢ : R™ — R, o(y) = |(y,2)|%, y € R™. Pak jsou splnény
vSechny predpoklady véty 4.5 s [ =1 a plati

i —1 / ( xo) t=1i —1 / ‘( L0 >‘2 t
m X d im X d
T J, o\ Ay T ), t 2~

T—o0o T—oo
=/, (Y, 2)]? poo (dy)
=(Q%z,2)
1

= a2—H<QOOZ, z), P—s.j.

12



Véta 4.7. Necht plati (A1) a necht (X;°,t > 0) je Feseni (16). Necht ® # 0.
Definujme

) ( Tr Qo )w
O = ﬁ .
= Jo 1 X2 dt

lim ar =a, P—s.j.
T—o0

Pak plati

Diikaz. Polozme g : R™ — R, o(y) = |y|?, y € R™. Pak jsou splnény vsechny
predpoklady véty 4.5 s [ = 1 a plati
lim /T (X70)dt = 1i = /T|Xx°]2dt
im — = lim —
T, oAy T/, t

T—o0 T—o0

= [ X3P dps
R

—Tr Q2

1

Zbyva oveérit, ze Tr Q. # 0. Kdyby Tr Q. = 0, pak striktné stacionarni
feseni je X7 =0 P-sj.,tedy # =0 Psj a [ eN0dBY =0 P,
pro kazdé t > 0. Coz je ve sporu s podminkou ® # 0. n

5 Stochasticka rovnice kmitani oscilatoru

Uvazujme nésledujici rovnici
i+ ai+br = ofH, (17)

s pocdtecni podminkou Xy = 29, Xo = 21, @ > 0,b > 0 a o > 0 je zndmé.
Tato rovnice odpovida rovnici (1), polozime-li

_ (XD 2o 4 0 1 _ (00 u_ ( Bi'(t)
kde B = B a BI je nezdvisly frakcionalnf Browniiv pohyb.
~ . ~ . _ th H o 0
Ztejmé potom je AX; = < _BX0 X ) ,®dB;" = < sdBH (1) ) ,

0 0
Qs (0 0)

Vlastni ¢isla matice A jsou \; =
uvazujeme, ze H = 3.

—a+va?—4b Ao —
2 y \2

—_a_ém. V dalsim
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5.1 Pf'l'pad )\1 = )\2 =

2

Je-li vlastni ¢islo matice A dvojnasobné, pak fundamentalni matice feseni
soustavy (17) je

At ( e % (14 %) te=%
€ = a? —“—"2 —at at —at
—%tem2 e 2(1+ %) —ate 2

Predpoklady véty 2.3 jsou splnény, nebot vlastni ¢isla matice A jsou zaporna
a A je tedy negativné definitni. Kovarian¢éni operator limitni miry je tedy

roven

Ziejmé

Protoze funkce a — o2

vyjédienf a = R(02, Tr Q). Funkce R(02,-) je spojité. Oznacime Y

00 2
(a) _ ail a2 dt=o2 @
Qo /0 ( g1 Q22 ) 0

a/l]_ — t2e—at02
a at t a
s = (te= %) (e 5 (1 + %) — ate™%)o?
_at., _at at _at\ o
ag = (te”2)(e 2(14—5)—(%6 2)o
at t at
ag = (e 2 (1+ %) —ate” 2 )%0?
2
+4
T 0@ — ;2% T

a?+4
2a3

je klesajici pro a € R, ziskdme jednoznacné

1 fOT | X;[?>dt, kde X, je staciondrni feseni rovnice (17). Polozime-li ap =
R(0?,Yr), pak z véty 4.7 vime, 7e ar konverguje P-s.j. ke skute¢né hodnoté
parametru a.

5.2 Pf‘ipad )\1 ;é )\2

Piedpoklddejme, Ze a? < 4b, pak redlné ¢asti vlastnich éisel matice A jsou
zaporné a jsou splnény predpoklady véty 2.3. Oznacime-li a = —3, 8 =
1/ |a? — 4b|, pak zejmé plati, ze \; = a+1if a Ay = o — i3. Fundamentéln{
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matice feseni soustavy (17) je nyni

at [ b bio
e = ( by by ) kde
by = e*(cos(Bt)) — %eat sin((t)

by = %eo‘t sin(/5t)

by1 = e*(a cos(ft) — Bsin(Bt)) — Be “(asin(Bt) + B cos(Bt))
by = %eo‘t(a sin(ft) + ([ cos(ft))

Podobnym vypoctem jako v predchozim piipadé ziskame

b+1
S22t

1r Qg’b) - 2ab

Protoie prava strana klesd s rostoucim a € Ry i b € Ry na mnoziné, kde
a® < 4b, ziskame Jednoznacny odhad jednoho z parametru, zndme-li hodnotu
druhého. Oznacime Yy = 7 fo | X, |2 dt, kde X, je je staciondrni FeSeni rovnice
(17). Polozime-li
,(b+1)

20Y7 '

pak podle véty 4.7 konverguje ar P-s.j. ke skuteéné hodnoté parametru. Je-li

napiiklad b = 1, odhad parametru a bude ar = ;—;

ar =0
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