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1 Úvod

Tématem této práce je frakcionálńı Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv proces v ko-
nečněrozměrných prostorech. Tedy řešeńı lineárńı stochastické diferenciálńı
rovnice, ve které namı́sto standardńıho Wienerova procesu vystupuje frak-
cionálńı Brown̊uv pohyb (fBp), jenž je jeho zobecněńım. Definici a základńı
vlastnosti (fBp), stejně jako zavedeńı stochastického kalkulu pro (fBp) lze
nalézt např́ıklad v [2] nebo v [6].

Ve 2. kapitole se zabýváme lineárńı stochastickou rovnićı. Studujeme
existenci a jednoznačnost řešeńı, stejně tak jako jeho základńı vlastnosti.
Dále zavád́ıme pojem limitńı mı́ry, ke které řešeńı lineárńı rovnice slabě
konverguj́ı.

Ve 3. kapitole definujeme pojem gaussovského mostu, tedy procesu spo-
juj́ıćıho počátečńı bod v čase 0 s daným koncovým bodem v čase T . Nalez-
neme jeho reprezentaci a odvod́ıme vztah pro gaussovský most ř́ızený Orn-
steinovým-Uhlenbeckovým procesem. Pro tuto část jsme převážně čerpali
z [1].

V 4. kapitole uvád́ıme věty o ergodicitě, d́ıky kterým můžeme odhadovat
neznámé parametry ve stochastických rovnićıch. V posledńı 5. kapitole pou-
žijeme předešlé poznatky k odhadu neznámého parametru ve stochastické
rovnici kmitáńı oscilátoru.

Kapitola 5 společně s reprezentaćı Ornsteinova-Uhlenbeckova mostu před-
stavuj́ı p̊uvodńı výsledky této práce.

2 Lineárńı stochastická rovnice

Definice a základńı vlastnosti stochastického integrálu v̊uči frakcionálńımu
Brownovu pohybu jsou uvedeny v [2] a [6].
Uvažujme následuj́ıćı rovnici

dXt = AXt dt + Φ dBH
t , X0 = x0 (1)

s koeficienty A ∈ R
n×n a Φ ∈ R

n×m, s počátečńım stavem x0 ∈ R
n, kde BH

t

je frakcionálńı Brown̊uv pohyb s hodnotami v R
m a Hurstovým parametrem

H > 1
2
.

Řešeńım rovnice (1) na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P), na kterém
je definován R

n-hodnotový (fBp) BH
t , nazveme spojitý proces (Xt, t ≥ 0),
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pro který plat́ı rovnice

Xt = x0 +

∫ t

0

AXs ds + ΦBH
t , t ≥ 0 P − s.j. (2)

Ukážeme (viz věta 2.2), že proces

Xt = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)Φ dBH
s , t ≥ 0

je jediným řešeńım rovnice (1). Tento předpis je analogíı formule pro variaci
konstant a pro H = 1/2 definuje Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv proces, o kterém
v́ıme, že řeš́ı naši rovnici (1), ve které H = 1/2 (B1/2 je Wiener̊uv proces).
Proces Xt je zřejmě dobře definovaný, nebot’ pro každé t je integrand spojitá
funkce. Pod́ıvejme se na jeho základńı vlastnosti.

Věta 2.1. Proces definovaný v (2) má spojitou modifikaci, je gaussovský, se
středńı hodnotou eAtx0 a kovarianćı

Qt,s =

∫ s

0

∫ t

0

eAuQeAT vφ(t − s + u − v) dudv, (3)

pro s, t ≥ 0, Q
def
= ΦΦT a φ(u)

def
= H(2H − 1)|u|2H−2.

D̊ukaz. Proces je zřejmě gaussovský s uvedenou středńı hodnotou. Pro x, y ∈
R

n máme

〈Qs,tx, y〉 = E

〈

eAT sx,

∫ s

0

e−AuΦ dBH
u

〉〈

eAT ty,

∫ t

0

e−AvΦ dBH
v

〉

.

Po úpravách se tento výraz dále rovná
∫ s

0

∫ t

0

〈

e−AvΦ
(

e−AuΦ
)T

eAT sx, eAT ty
〉

φ(u − v) dudv

=

∫ s

0

∫ t

0

〈

eA(t−v)QeAT (s−u)x, y
〉

φ(u − v) dudv

=

∫ s

0

∫ t

0

〈

eAvQeAT ux, y
〉

φ(t − s + u − v) dudv.

Nyńı dokážeme existenci spojité modifikace. Necht’ n ∈ N. Potom pro n ≤
s < t ≤ n + 1

E|Xt − Xs|
2

≤2|eAtx0 − eAsx0|
2 + 2E

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

eA(t−u)Φ dBH
u −

∫ s

0

eA(s−u)Φ dBH
u

∣

∣

∣

∣

2

= J1 + J2
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Existuj́ı konstanty K,K1 a K2 takové, že

J1 ≤
(

K|x0||A|e|A|(t − s)
)2

≤ K1(t − s)2H

J2 = 2E

∣

∣

∣

∣

∫ s

0

eA(t−u) − eA(s−u)Φ dBH
u +

∫ t

s

eA(t−s)Φ dBH
u

∣

∣

∣

∣

2

≤ 4E

∣

∣

∣

∣

(

eA(t−s) − I
)

∫ s

0

eA(s−u)Φ dBH
u

∣

∣

∣

∣

2

+ 4E

∣

∣

∣

∣

∫ t

s

eA(t−u)Φ dBH
u

∣

∣

∣

∣

2

≤ 4
(

|A|e|A|(t − s)
)2

Tr

∫ s

0

∫ s

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

+ 4 Tr

∫ t

s

∫ t

s

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

≤ 4|A|e2|A| sup
s∈[n,n+1]

|Tr Qs|(t − s)2H + 4 Tr sup
n≤u,v≤n+1

|eAuQeAT v|(t − s)2H

≤ K2(t − s)2H

Podle Kolmogorovovy-Čencovovy věty tedy existuje spojitá modifikace Xn
t

procesu Xt pro t ∈ [n, n + 1]. Existuj́ı tedy množiny Un, n ∈ N takové, že

Xn
n+1(ω) = Xn+1(ω) = Xn+1

n+1 (ω), ω ∈ Ω \ Un, P(Un) = 0.

Pak zřejmě P(∪∞
n=0)Un = 0 a pro ω ∈ Ω \ ∪∞

n=0Un je proces X̃t(ω)
def
= Xn

t (ω)
pro t ∈ [n, n + 1] spojitá modifikace Xt (nadále tuto modifikaci budeme
značit Xt).

Věta 2.2. Proces

Xt = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)Φ dBH
s , t ≥ 0 (4)

je řešeńım rovnice (1). Řešeńı je P−s.j. jednoznačně určeno a je tedy dáno
předchoźım vztahem.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že proces (4) splňuje rovnici (2). Při výpočtu použijeme
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integraci per partes (viz [2, 6]) a Fubiniovu větu.

∫ t

0

AXs ds =

∫ t

0

A

(

eAsx0 +

∫ s

0

eA(s−r)ΦdBH
r

)

ds

=

∫ t

0

d

ds
eAsx0 ds +

∫ t

0

∫ s

0

−
d

dr
eA(s−r)Φ dBH

r ds

s.j.
=eAtx0 − x0 +

∫ t

0

[

−
d

dr
eA(s−r)Φ BH

r

]s

r=0

ds

+

∫ t

0

∫ s

0

d2

dr2
eA(s−r)ΦBH

r drds

=eAtx0 − x0 +

∫ t

0

AΦBH
s ds +

∫ t

0

∫ t

r

d2

ds2
eA(s−r) ds ΦBH

r dr (5)

Posledńı integrál na pravé straně je roven

∫ t

0

[

d

ds
eA(s−r)

]t

s=r

ΦBH
r dr =

∫ t

0

(

AeA(t−r) − A
)

ΦBH
r dr

s.j.
=
[

−eA(t−r)ΦBH
r

]t

r=0
+

∫ t

0

eA(t−r)Φ dBH
r −

∫ t

0

AΦBH
r dr

= − ΦBH
t +

∫ t

0

eA(t−r)Φ dBH
r −

∫ t

0

AΦBH
r dr (6)

Celkově máme
∫ t

0

AXs ds
s.j.
= eAtx0 − x0 − ΦBH

t +

∫ t

0

eA(t−s)Φ dBH
r

= Xt − x0 − ΦBH
t (7)

a Xt je tedy řešeńım. Necht’ Yt je jiné řešeńı. Pak

|Xt − Yt| =

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

A(Xs − Ys) ds

∣

∣

∣

∣

≤

∫ t

0

|A||Xs − Ys| ds pro t ≥ 0 P − s.j.

a podle Gronwallova lematu tedy P [|Xt − Yt| = 0, t ≥ 0] = 1.

V př́ıpadě, kdy je matice A negativně definitńı, existuje limitńı mı́ra, ke
které řešeńı rovnice (1) slabě konverguj́ı.
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Věta 2.3. Označme µx
t = Law(Xx

t ) rozděleńı řešeńı rovnice (1) splňuj́ıćı
Xx

0 = x. Je-li A negativně definitńı, pak matice

Q∞ =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

je dobře definovaná a je-li µ∞ gaussovská mı́ra µ∞ = N(0, Q∞), pak

lim
t→∞

µx
t = µ∞, slabě

pro každou počátečńı podmı́nku x.

D̊ukaz. Z negativńı definitnosti A plyne existence konstant M,ω > 0 takových,
že

∣

∣eAt
∣

∣ ≤ Me−ωt, t ≥ 0.

Pro t > 0 je

Z(t) :=

∫ t

0

eAuΦ dBH(u)

náhodný vektor s rozděleńım µt = N(0, Qt), kde Qt je kovariančńı matice
z věty 2.1 (tedy eAt +Z(t) má pro každé t ≥ 0 stejné rozděleńı jako řešeńı Xt

rovnice (1), viz (4)). Nyńı ukážeme, že (Z(t), t ≥ 0) konverguje v L2(Ω; Rn)
pro t → ∞. Necht’ t > s ≥ 1. Existuje konstanta K (v každém řádku se
může měnit) taková, že

E|Z(t) − Z(s)|2 = E

∣

∣

∣

∣

∫ t

s

eAuΦ dBH(u)

∣

∣

∣

∣

2

= Tr

∫ t

s

∫ t

s

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

≤

∫ t

s

∫ t

s

|eAuΦ|2|eAT vΦ|2φ(u − v) dudv

≤ K

∫ ∞

s

∫ ∞

s

e−ωue−ωvφ(u − v) dudv

= 2K

∫ ∞

s

∫ v

s

e−ωue−ωvφ(u − v) dudv

≤ K

∫ ∞

s

e−ωv

∫ v

s

e−ωu(v − u)2H−2 dudv
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≤ K

∫ ∞

s

e−ωvv2H−1

∫ 1

0

(1 − u)2H−2 dudv

≤ K

∫ ∞

s

e−ωvv2H−1 dv.

Posledńı integrál na pravé straně zřejmě konverguje k 0 pro s → ∞. Proto
(Z(t), t ≥ 1) je cauchyovská v L2(Ω; Rn) a existuje náhodný vektor Z(∞)
takový, že Z(t) → Z(∞) v L2(Ω). Rozděleńı Z(∞) je µ∞ = N(0, Q∞),
protože Qt → Q∞. Pro x ∈ R

n a ϕ : R
n → R omezenou lipschitzovsky

spojitou funkci plat́ı
∣

∣

∣

∣

∫

Rn

ϕdµx
t −

∫

Rn

ϕdµ∞

∣

∣

∣

∣

= |Eϕ(eAtx + Z(t)) − Eϕ(Z(∞))|

≤ kϕ(|eAtx| + E|Z(t) − Z(∞)|)

≤ kϕ

(

M |x|e−ωt +
(

E|Z(t) − Z(∞)|2
)

1

2

)

kde kϕ je lipschitzovská konstanta ϕ. Odtud již plyne slabá konvergence.

Poznámka. Jsou-li splněny předpoklady věty 2.3 a je-li nav́ıc H = 1
2
, pak

Q∞ =

∫ ∞

0

eAtQeAT t dt.

3 Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv most

3.1 Motivace

Uvažujme pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P). Necht’ X je spojitý gauss-
ovský proces takový, že X0 = 0 a E(Xt) = 0. Zvolme T > 0 a definujme
X-most UT,0 předpisem

UT,0
t = Xt −

t

T
XT . (8)

Je zřejmé, že proces UT,0 je gaussovský. Je mostem ve smyslu UT,0 = UT,0
T =

0. Pokud X je stardardńı Brown̊uv pohyb, je známo, že pravděpodobnostńı
rozděleńı procesu UT,0 definovaného v (8) je stejné jako podmı́něné rozděleńı
standardńıho Brownova pohybu

P − Law((Xt)0≤t≤T |XT = 0) = P − Law((UT,0
t )0≤t≤T ).
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Nicméně definujeme-li most pro obecný gaussovský proces vztahem (8),
neźıskáme pro jeho rozděleńı předchoźı rovnost.

3.2 Definice X-mostu a jeho reprezentace

Definice 1. Necht’ X je gaussovský stochastický proces splňuj́ıćı X0 = x0.
Pak gaussovský proces XT,θ je X-most z (0, x0) do (T, θ), pokud plat́ı

P − Law(XT,θ) = P
T,θ − Law(X), (9)

kde mı́ra P
T,θ na (Ω,F) je definována

P
T,θ = P( · |XT = θ). (10)

Poznámka. Předchoźı definice předpokládá, že proces XT,θ existuje v pros-
toru (Ω,F , P). Nav́ıc plat́ı

1 = P(XT = θ|XT = θ) = P
T,θ(XT = θ) = P(XT,θ

T = θ),

jak očekáváme. Všimněme si, že v (10) podmiňujeme jevem nulové mı́ry.
Avšak (10) můžeme definovat jako regulárńı podmı́něné rozděleńı v polském
prostoru spojitých funkćı na [0, T ] (viz Shiryaev [5]).

Lemma 3.1. Necht’ X a Y jsou sdruženě gaussovské náhodné vektory s hod-
notami v R

n. Necht’ X a Y maj́ı středńı hodnotu 0. Označme CX kovarianci
vektoru X, CY kovarianci vektoru Y a CXY kř́ı̌zovou kovarianci vektor̊u X
a Y . Necht’ CX je regulárńı matice. Pak podmı́něné rozděleńı Y při daném
X je gaussovské se středńı hodnotou

E[Y |X] = CXY C−1
X X (11)

a kovarianćı
CY |X = CY − CXY C−1

X CY X . (12)

Má-li X středńı hodnotu mX a Y středńı hodnotu mY , pak

E[Y |X] = mY − CXY C−1
X (mX − X) (13)

a podmı́něná kovariance se nezměńı.

D̊ukaz. Důkaz lze naj́ıt např́ıklad v [4].
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Věta 3.2. Necht’ X je gaussovský proces se středńı hodnotou µ(t) a kovari-
anćı Qt. Označme QT,t = cov(XT, Xt) a Qt = cov(Xt, Xt) = var Xt. Pak
X-most XT,θ z (0, µ(0)) do (T, θ) má následuj́ıćı reprezentaci

XT,θ
t = Xt − QT,tQ

−1
T (XT − θ). (14)

Nav́ıc plat́ı

E(XT,θ
t ) = µ(t) − QT,tQ

−1
T (µ(T ) − θ)

cov(XT,θ
t , XT,θ

s ) = Qt,s − QT,sQ
−1
T QT,t.

D̊ukaz. Proces XT,θ
t definovaný v (14) má zřejmě uvedenou středńı hodnotu

a pro jeho kovarianci plat́ı

cov(XT,θ
t , XT,θ

s ) = cov(Xt − QT,tQ
−1
T XT , Xs − QT,sQ

−1
T XT )

= Qt,s − QT,sQ
−1
T QT,t − QT,tQ

−1
T QT,s + QT,tQ

−1
T QT,sQ

−1
T QT

= Qt,s − QT,sQ
−1
T QT,t.

Polož́ıme-li v lemmatu 3.1 Y = Xt, CY = Qt, X = XT , CX = QT , CXY =
QT,t źıskáme stejné výsledky. Rozděleńı procesu XT,θ

t je tedy stejné jako
podmı́něné rozděleńı procesu Xt za podmı́nky XT .

Zkonstruujeme X-most, kde X je Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv proces, tedy
řešeńı rovnice (1)

dXt = AXt dt + Φ dBH
t , X0 = x0

Podle věty 2.2 je řešeńım této rovnice proces (4)

Xx0

t = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)Φ dBH
s , t ≥ 0

Podle věty 2.1 má tento proces následuj́ıćı středńı hodnotu a kovarianci

µ(t) = eAtx0

Qt,s =

∫ s

0

∫ t

0

eAuQeAT vφ(t − s + u − v) dudv

Qt =

∫ t

0

∫ t

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

8



Je-li QT regulárńı matice, můžeme předchoźı vztahy dosadit do (14) ve
větě 3.2 a źıskáme pro Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv most reprezentaci

XT,θ
t = Xt − QT,tQ

−1
T (XT − θ)

= eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)ΦdBH
s −

(
∫ t

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(T − t + u − v) dudv

)

×

(
∫ T

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

)−1(

eAT x0 +

∫ T

0

eA(T−s)ΦdBH
s − θ

)

Nav́ıc plat́ı

E(XT,θ
t ) = µ(t) − QT,tQ

−1
T (µ(T ) − θ)

= eAtx0 −

(
∫ t

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(T − t + u − v) dudv

)

×

(
∫ T

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

)−1
(

eAT x0 − θ
)

cov(XT,θ
t , XT,θ

s ) = Qt,s − QT,sQ
−1
T QT,t

=

∫ s

0

∫ t

0

eAuQeAT vφ(t − s + u − v) dudv

−

(
∫ s

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(T − s + u − v) dudv

)

×

(
∫ T

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(u − v) dudv

)−1

×

(
∫ t

0

∫ T

0

eAuQeAT vφ(T − t + u − v) dudv

)

.

Předchoźı výrazy v této obecnosti nejsṕı̌s nelze zjednodušit, ale ve speciálńıch
př́ıpadech ano. Uvažujeme-li rovnici (1) jednorozměrnou (tedy n = m = 1)
a polož́ıme-li A = 0 a Φ = 1 s počátečńım stavem x0 = 0, je jej́ım řešeńım
př́ımo frakcionálńı Brown̊uv pohyb startuj́ıćı v bodě 0, pro jehož středńı
hodnotu a kovarianci plat́ı

µ(t) = 0

Qt,s =
t2H + s2H − |t − s|2H

2
Qt = t2H
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Použit́ım předchoźıch vztah̊u źıskáme reprezentaci pro jednorozměrný frak-
cionálńı Brown̊uv most

BT,θ
t = BH

t − QT,tQ
−1
T (BH

T − θ)

= BH
t −

T 2H + t2H − |T − t|2H

2T 2H
(BH

T − θ)

E(BT,θ
t ) = µ(t) − QT,tQ

−1
T (µ(T ) − θ)

=
T 2H + t2H − |T − t|2H

2T 2H
θ

cov(BT,θ
t , BT,θ

s ) = Qt,s − QT,sQ
−1
T QT,t

=
t2H + s2H − |t − s|2H

2
−

−
(T 2H + s2H − |T − s|2H)(T 2H + t2H − |T − t|2H)

4T 2H

Narozd́ıl od možné definice pomoćı (8) je tato reprezentace pro jednoroz-
měrný frakcionálńı Brown̊uv most správná (viz např́ıklad [1]). Odvozený
vzorec pro Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv most je tedy zobecněńım tohoto př́ıpadu
frakcionálńıho Brownova mostu.

4 Odhady parametr̊u na základě vět o ergod-

icitě

Důkazy vět v následuj́ıćı kapitole jsou technicky náročné a mohou být nalezeny
v [3]. Pro některé z těchto vět využijeme následuj́ıćı předpoklad.

Předpoklad (A1). Necht’ (eAt, t ≥ 0) je exponenciálně stabilńı, tj. existuj́ı
konstanty M > 0 a % > 0 takové, že pro všechna t ≥ 0 plat́ı

|eAt| ≤ Me−%t,

pak podle věty 2.3 existuje limitńı mı́ra µ∞ = N(0, Q∞) pro (Xt, t ≥ 0)
taková, že

lim
t→∞

µx0

t = µ∞, slabě

pro každou počátečńı podmı́nku x0 ∈ R
n, kde µx0

t = Law(Xx0

t ).
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Věta 4.1. Plat́ı-li (A1), existuje striktně stacionárńı řešeńı rovnice (1), tj.
existuje x̃ takové, že (X x̃

t , t ≥ 0) je striktně stacionárńı proces s rozděleńım
µ∞.

Věta 4.2 (Birkhoffova). Necht’ (X x̃
t , t ≥ 0) je R

n-hodnotový striktně sta-
cionárńı proces na (Ω,A, P). Pak pro každou měřitelnou funkci % : R

n → R

splňuj́ıćı E|%(x̃)| < ∞ existuje měřitelná funkce ξ : Ω → R taková, že

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

%(X x̃
t ) dt = ξ P − s.j. (15)

Definice 2. Ř́ıkáme, že R
n-hodnotový striktně stacionárńı proces (Xt, t ≥

0) je ergodický, jestliže ξ v (15) nezáviśı na ω ∈ Ω, t.j. ξ je deterministická
a ξ = E%(x̃).

Věta 4.3. Necht’ (Xt, t ≥ 0) je R-hodnotový striktně stacionárńı centrovaný
gaussovký proces s autokovariančńı funkćı R(t) := EX0Xt. Je-li lim

t→∞
R(t) =

0, pak je proces Xt ergodický.

Věta 4.4. Necht’ (X x̃
t , t ≥ 0) je R

n-hodnotové řešeńı rovnice (1). Necht’

% : R
n → R je měřitelná funkce splňuj́ıćı E|%(x̃)| < ∞. Pak plat́ı

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

%(X x̃
t ) dt =

∫

Rn

%(y) µ∞(dy) P − s.j.

Věta 4.5. Necht’ plat́ı (A1) a necht’ (Xx0

t , t ≥ 0) je řešeńı (1). Necht’

% : R
n → R splňuje následuj́ıćı lokálńı Lipschitzovu podmı́nku: existuj́ı reálné

konstanty K > 0 a l ≥ 1 takové, že

|%(x) − %(y)| ≤ K|x − y|Rn(1 + |x|l
Rn + |y|l

Rn)

pro všechna x, y ∈ R
n. Pak plat́ı

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

%(Xx0

t ) dt =

∫

Rn

%(y) µ∞(dy) P − s.j.

Uvažujme následuj́ıćı rovnici

dXt = αAXt dt + ΦdBH
t , X0 = x0, (16)

kde α > 0 je reálný konstantńı parametr, (BH
t , t ≥ 0) je (fBp) s hodnotami

v R
m, A ∈ R

n×n, Φ ∈ R
n×m, x0 ∈ R

n. Necht’ eAt je exponenciálně stabilńı.

11



Pak je i eαAt exponenciálně stabilńı a podle věty 2.3 existuje limitńı mı́ra
µα
∞ = N(0, Qα

∞).
Pro H > 1/2 máme

Qα
∞ =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

eαAuQeαAT vφ(u − v) dudv

=
1

α2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

eAuQeAT vφ
(u

α
−

v

α

)

dudv

=
1

α2H
Q∞,

kde Q = ΦΦT a Q∞ odpov́ıdá př́ıpadu α = 1.
Pro H = 1/2 je tato rovnost zřejmá.
Na základě předchoźıch výsledk̊u mohou být poř́ızeny konzistentńı odhady
parametru α.

Věta 4.6. Necht’ plat́ı (A1) a necht’ (Xx0

t , t ≥ 0) je řešeńı (16). Necht’ z ∈ R
n

je libovolné a necht’ limitńı mı́ra µ∞ existuje s kovarianćı Q∞ takovou, že

〈Q∞z, z〉 > 0.

Definujme

α̂T :=

(

〈Q∞z, z〉
1
T

∫ T

0
|〈Xx0

t , z〉|2 dt

)
1

2H

.

Pak plat́ı
lim

T→∞
α̂T = α, P − s.j.

D̊ukaz. Položme % : R
n → R, %(y) = |〈y, z〉|2, y ∈ R

n. Pak jsou splněny
všechny předpoklady věty 4.5 s l = 1 a plat́ı

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

%(Xx0

t ) dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|〈Xx0

t , z〉|2 dt

=

∫

Rn

|〈y, z〉|2 µ∞(dy)

= 〈Qα
∞z, z〉

=
1

α2H
〈Q∞z, z〉, P − s.j.
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Věta 4.7. Necht’ plat́ı (A1) a necht’ (Xx0

t , t ≥ 0) je řešeńı (16). Necht’ Φ 6= 0.
Definujme

α̂T :=

(

Tr Q∞
1
T

∫ T

0
|Xx0

t |2 dt

)
1

2H

.

Pak plat́ı
lim

T→∞
α̂T = α, P − s.j.

D̊ukaz. Položme % : R
n → R, %(y) = |y|2, y ∈ R

n. Pak jsou splněny všechny
předpoklady věty 4.5 s l = 1 a plat́ı

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

%(Xx0

t ) dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Xx0

t |2 dt

=

∫

Rn

|Xx0

t |2 dµ∞

= Tr Qα
∞

=
1

α2H
Tr Q∞.

Zbývá ověřit, že Tr Q∞ 6= 0. Kdyby Tr Q∞ = 0, pak striktně stacionárńı
řešeńı je X x̃ = 0 P-s.j. , tedy x̃ = 0 P-s.j. a

∫ t

0
eA(t−r)Φ dBH

r = 0 P-s.j.
pro každé t ≥ 0. Což je ve sporu s podmı́nkou Φ 6= 0.

5 Stochastická rovnice kmitáńı oscilátoru

Uvažujme následuj́ıćı rovnici

ẍ + aẋ + bx = σβ̇H
t , (17)

s počátečńı podmı́nkou X0 = x0, Ẋ0 = x1, a > 0, b > 0 a σ > 0 je známé.
Tato rovnice odpov́ıdá rovnici (1), polož́ıme-li

Xt =

(

X0
t

X1
t

)

∈ R
2, A =

(

0 1
−b −a

)

, Φ =

(

0 0
0 σ

)

, BH
t =

(

BH
1 (t)

BH
2 (t)

)

,

kde BH
2 = βH a BH

1 je nezávislý frakcionálńı Brown̊uv pohyb.

Zřejmě potom je AXt =

(

X1
t

−bX0
t − aX1

t

)

, Φ dBH
t =

(

0
σdBH

2 (t)

)

,

Q = ΦΦT =

(

0 0
0 σ2

)

.

Vlastńı č́ısla matice A jsou λ1 = −a+
√

a2−4b
2

, λ2 = −a−
√

a2−4b
2

. V daľśım
uvažujeme, že H = 1

2
.
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5.1 Př́ıpad λ1 = λ2 = −a

2

Je-li vlastńı č́ıslo matice A dvojnásobné, pak fundamentálńı matice řešeńı
soustavy (17) je

eAt =

(

e−
at

2 (1 + at
2
) te−

at

2

−a2

4
te−

at

2 e−
at

2 (1 + at
2
) − ate−

at

2

)

Předpoklady věty 2.3 jsou splněny, nebot’ vlastńı č́ısla matice A jsou záporná
a A je tedy negativně definitńı. Kovariančńı operátor limitńı mı́ry je tedy
roven

Q(a)
∞ =

∫ ∞

0

(

a11 a12

a21 a22

)

dt = σ2

(

2
a3 0
0 1

2a

)

, kde

a11 = t2e−atσ2

a12 = (te−
at

2 )(e−
at

2 (1 +
at

2
) − ate−

at

2 )σ2

a21 = (te−
at

2 )(e−
at

2 (1 +
at

2
) − ate−

at

2 )σ2

a22 = (e−
at

2 (1 +
at

2
) − ate−

at

2 )2σ2

Zřejmě

Tr Q(a)
∞ = σ2a2 + 4

2a3

Protože funkce a → σ2 a2+4
2a3 je klesaj́ıćı pro a ∈ R+, źıskáme jednoznačné

vyjádřeńı a = R(σ2, Tr Q
(a)
∞ ). Funkce R(σ2, ·) je spojitá. Označ́ıme YT =

1
T

∫ T

0
|X̃t|

2 dt, kde X̃t je stacionárńı řešeńı rovnice (17). Polož́ıme-li aT =
R(σ2, YT ), pak z věty 4.7 v́ıme, že aT konverguje P-s.j. ke skutečné hodnotě
parametru a.

5.2 Př́ıpad λ1 6= λ2

Předpokládejme, že a2 < 4b, pak reálné části vlastńıch č́ısel matice A jsou
záporné a jsou splněny předpoklady věty 2.3. Označ́ıme-li α = − a

2
, β =

1
2

√

|a2 − 4b|, pak zřejmě plat́ı, že λ1 = α+ iβ a λ2 = α− iβ. Fundamentálńı
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matice řešeńı soustavy (17) je nyńı

eAt =

(

b11 b12

b21 b22

)

, kde

b11 = eαt(cos(βt)) −
α

β
eαt sin(βt)

b12 =
1

β
eαt sin(βt)

b21 = eαt(α cos(βt) − β sin(βt)) −
α

β
eαt(α sin(βt) + β cos(βt))

b22 =
1

β
eαt(α sin(βt) + β cos(βt))

Podobným výpočtem jako v předchoźım př́ıpadě źıskáme

Tr Q(a,b)
∞ = σ2 b + 1

2ab

Protože pravá strana klesá s rostoućım a ∈ R+ i b ∈ R+ na množině, kde
a2 < 4b, źıskáme jednoznačný odhad jednoho z parametr̊u, známe-li hodnotu
druhého. Označ́ıme YT = 1

T

∫ T

0
|X̃t|

2 dt, kde X̃t je je stacionárńı řešeńı rovnice
(17). Polož́ıme-li

aT = σ2 (b + 1)

2bYT

,

pak podle věty 4.7 konverguje aT P-s.j. ke skutečné hodnotě parametru. Je-li
např́ıklad b = 1, odhad parametru a bude aT = σ2

YT

.

15



Reference

[1] F. E. Benth, G. D. Nunno, T. Lindstrøm, B. Øksendal a T. Zhang:
Stochastic Analysis and Applications, Springer Verlag, (2005).
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