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Abstrakt

Nézov prace: Rozdelenia s tazkymi chvostami v nezivotnom poisteni

Pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a statistiky, FMFI UK
v Bratislave

Autor: Be. Jana Michalikova
Veduci diplomovej prace: doc. RNDr. Rastislav Potocky, CSc.
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Kluacové slova: rozdelenia s tfazkymi chvostami, Paretovo rozdele-
nie, lognormalne rozdelenie, log-gama rozdelenie, Weibullovo rozde-
lenie, nezivotné poistenie, vyska poistného plnenia, teoria ruinova-
nia, pravdepodobnost zruinovania, Cramérova - Lundbergova veta.

Abstrakt: Pre spravne stanovenie vysky poistného a predpovedanie
vyvoja buducich narokov potrebuje poistoviia poznat vysku poist-
nych plneni. Cielom tejto prace je predstavit zédkladné rozdelenia s
tazkymi chvostami, ktoré st najvhodnejSou skupinou rozdeleni pre
modelovanie tohto typu ndhodnych premennych. Uvedieme detailny
postup na hladanie najlepsieho rozdelenia a aplikujeme ho pri kom-
plexnej analyze dvoch oblasti nezivotného poistenia.
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Abstract: To determine the height of the premium and forecast the
trend of the future claims the insurance companies have to know
the amount of the individual claims as one of the basic information.
The purpose of this thesis is to introduce main distributions with
heavy tails which are most suited distribution group for modelling
this type of random variables. In addition following work contains a
detailed description of the process how to find the best distribution
of the claim amount and its application to the complex analysis of
the two classes of non-life insurance.
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Predhovor

Oblast nezivotného poistenia je aj na Slovensku velmi rozsiahla, za-
hina Siroka Skalu produktov a rizik a mé velky vyznam ¢i uz pre
poistovne, ale aj pre samotnych poistenych klientov. Vyskyt poist-
nych plneni je v skutocnosti ndhodny proces, nemozeme teda presne
poznat, ako sa bude v budicnosti vyvijat. Pre poistoviiu je vSak ne-
vyhnutné vediet tento proces aspon do istej miery predpovedat, po-
znat vhodny model, ktory sa ¢o najviac priblizuje skuto¢nosti. Na
zaklade toho totiz potrebuje stanovovat vysku poistného pre jed-
notlivé zmluvy a takisto zabezpecovat dostatocni vysku rezerv, aby
nenastal okamih zruinovania.

Tato praca sa venuje celému procesu, ktory je s modelovanim
spojeny, teda rozdeleniam vhodnym pre pocet poistnych plneni, pre
vysku poistnych plneni i presnému postupu, ako je mozné tieto roz-
delenia pouzit a na zaklade akych kritérii sa rozhodnut pre tie naj-
vhodnejsie. Doraz je kladeny na rozdelenia s tazkymi chvostami,
ktoré sa v sucasnosti Coraz viac pouzivaji na popisovanie vysky
poistnych plneni, kedze zahfhaji aj pravdepodobnost extrémnych
poistnych plneni.

Okrem teoretickej Casti, ktord sumarizuje pravdepodobnostny a
Statisticky zaklad potrebny pre tuto oblast, sa venujeme aj prav-
depodobnosti zruinovania a jej odhadovaniu vo vSeobecnosti a uva-
dzame vysledky pre konkrétne rozdelenie.

V poslednej casti je uskuto¢nend praktickd analyza skuto¢nych
dat, na ktorych ilustrujeme cely postup a vysledky naozaj pouka-
zuji na Siroké moznosti vyuzitia rozdeleni s tazkymi chvostami.

Prinos tejto prace je teda nielen v poskytnuti teoretického pod-
kladu a vSeobecného postupu, ako pri modelovani poistnych plneni
postupovat, ale tiez v komplexnej analyze rozsiahleho portfolia po-
istnych plneni v dvoch sférach nezivotného poistenia.
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Uvod

Princip poistovni je zalozeny na vzajomnej dohode medzi poistenou
osobou a poistoviiou, je to vzdy konkrétna zmluva medzi spoloc¢-
nostou a klientom. Poisten& osoba sa zavizuje, ze bude poistovni
pravidelne platit poistné a na druhej strane poistoviia mé zavizok
vyplatit klientovi poistni sumu v dohodnutej vyske v pripade, ze
nastane poistna udalost. Aj ked je pravdepodobnost nastatia poist-
nej udalosti pre klienta vicSinou velmi malé, jej dosledky byvaja
¢asto velmi zavazné, preto je klient ochotny platit poistovni poistné
na krytie daného poistného rizika.

Portfélio poistovne je teda zlozené z velkého poc¢tu poistiek, pri-
¢om spolo¢nym charakteristickym prvkom je nizka pravdepodobnost
vyskytu poistnej udalosti, avSak poistné plnenie byva zviacsa velmi
vysoké. Jednotlivé poistné udalosti si1 udalosti ndhodné, pricom mo-
zeme predpokladat, ze pre konkrétne zmluvy, resp. poistené osoby
st nezavislé.

Aby sme si priblizili princip poistovni, uvazujme nasledujici jed-
noduchy priklad: predpokladajme, ze pravdepodobnost vyskytu po-
istnej udalosti pri analyzovanom type poistenia je 0,005. To zna-
mené, ze priblizne pri piatich z 1000 uzavretych zmliv nastane po-
istna udalost, a teda poistoviia bude mat povinnost vyplatit poistné
plnenie. Poistoviia teda potrebuje ziskat finan¢né prostriedky na vy-
platenie tychto piatich poistnych sim a princip je taky, ze stanovi
poistné tak, aby prijaté poistné z 1000 zmlav pokryvalo prave da-
nych 5 poistnych plneni. Samozrejme tento opis je velmi zjednodu-
Seny, ale uz na zaklade tohto vidime, ktoré udaje st pre poistoviiu
dolezité pri stanovovani poistného, resp. poistnej sumy.

Pre spravne stanovenie vysky poistného potrebuje poistoviia po-
znat frekvencie vyskytu poistnych udalosti a takisto aké vysky po-
istnych plneni moze o¢akavat v pripade ich vzniku. Ak by sme tieto



pojmy preniesli do teérie pravdepodobnosti, poistovia pri vypoc-
toch poistného potrebuje poznat rozdelenie po¢tu poistnych plneni
a takisto rozdelenie vysky poistnych plneni, ¢i uz individudlnych
alebo celkovych. Preto sa v nasledujucich ¢astiach budeme venovat
prave zakladnym typom rozdeleni, ktoré v praxi najlepsSie popisuju
skutocné hodnoty.

V pripade poc¢tu poistnych plneni st zname diskrétne rozdelenia,
ktoré su na ich popisovanie najvhodnejsie a tym sa v praci venujeme
len strucne. Doraz je kladeny na rozdelenia vysky poistnych plneni,
kde st moznosti rozdeleni ovela SirSie, a preto je potrebné poznat
ich charakteristiky a postup, ako sa rozhodnut pre to najvhodnejsie.
Tato diplomova praca sa zameriava na triedu rozdeleni s tazkymi
chvostami, ktora v poslednom obdobi nachadza Coraz SirSie vyuzitie.
V zéverec¢nej Casti je uskutoc¢nend komplexna analyza portfolia po-
istnych plneni v dvoch oblastiach nezivotného poistenia - v oblasti
cestovného poistenia a v oblasti poistenia majetku.



Kapitola 1

Zakladné pojmy z teodrie

pravdepodobnosti

Oblast poistnych vied vychadza zo zakladov teodrie pravdepodob-
nosti a aj v tejto diplomovej praci budeme pouzivat rézne pojmy
pochadzajice prave z tohto teoretického zakladu. Preto v prvej ka-
pitole uvadzame definicie pouzivanych pojmov, ktoré sme cerpali
hlavne z [8] a |[12]. Ich vlastnosti i dalsie suvislosti je mozné najst v
uvedenej ale aj roznej inej literatire venovanej tejto oblasti.

Definicia 1.1. Ndhodnd premennd je funkcia, ktord kazdému moz-
nému vysledku experimentu priradi hodnotu z mnoziny realnych
¢isel. Diskrétna ndhodné premennad nadobtida hodnoty z konecnej
alebo spocitatelnej mnoziny, spojitd ndhodna premenna moze na-

dobudnit TubovoInt hodnotu z intervalu realnych ¢isel.

Definicia 1.2. Distribucnd funkcia diskrétnej alebo spojitej ndhod-

nej premennej X je definovana pre kazdé redlne ¢islo z vztahom:

F(z) = P(X < 2). (1.1)

Slovne mozeme distribu¢nu funkciu definovat ako pravdepodob-
nost, ze ndhodna premenna X ma hodnoty mensie alebo rovné ako

redlne &islo .



Definicia 1.3. Funkcia f(x) sa nazyva hustota pravdepodobnosti
spojitej ndhodnej premennej X, ak pre Tubovolné realne ¢islo xg

plati:

F(zg) = / f(z) dx (1.2)
pre —oo < xy < 00. 7

Definicia 1.4. Strednd hodnota diskrétnej ndhodnej premennej X

je definované vztahom:

E(X)= Zw P(z;), (1.3)

kde x;,i = 1,2,... st mozné hodnoty a P(x;) prislusné pravdepo-

dobnosti.

Strednd hodnota spojitej ndhodnej premennej X je definované

vztahom:

o0

B(X) = / v f(z) dr, (1.4)

kde f(x) je hustota nahodnej premennej X.

Definicia 1.5. Disperzia ndhodnej premennej X je definované vzta-

hom:

D(X) = E{[X - E(X)P}, (1.5)

¢o slovne mozeme vyjadrit ako stredntt hodnotu $tvorca odchylky

néhodnej premennej X od jej strednej hodnoty E(X).



Kapitola 2

Rozdelenia poc¢tu poistnych

plneni

Cielom tejto ¢asti je priblizit zakladné rozdelenia pravdepodobnosti,
ktoré najlepsie popisuju pocet poistnych plneni. Je prirodzené, Ze to
budu diskrétne rozdelenia, aj ked v zavere uvedieme pouZzivanu apro-
ximéciu spojitym, konkrétne normélnym rozdelenim. Doraz tejto
diplomovej prace je kladeny na rozdelenia popisujice vysku poist-
nych plneni, preto uvedieme v tejto kapitole len zakladné vlastnosti
rozdeleni poctu poistnych plneni.

2.1 Alternativne rozdelenie A(p)

Tento typ rozdelenia patri medzi najjednoduchsie, kedze mozné su
len dva vysledky: ndhodna udalost nastane s pravdepodobnostou p
alebo ndhodnéa udalost nenastane s pravdepodobnostou 1 — p.

Pri aplikovani na pocet poistnych udalosti moze tato nahodna
premennd nadobudaft len hodnotu 0 (ak poistna udalost nenastala)
alebo hodnotu 1 (ak poistna udalost nastala).

Definicia 2.1. Nidhodna premenna N méa alternativne rozdelenie
(nazyvané tiez Bernoulliho alebo nula - jednotkové) s parametrom

p prave vtedy, ak pravdepodobnostnd funkcia mé tvar:

P(k)=p*(1—p)'* (2.1)



pre k=0, 1.

Veta 2.1. Zdkladné popisné charakteristiky alternativneho rozdele-
nia:

Strednd hodnota: E(N) = p

Disperzia: D(N) =p (1 —p)

Toto rozdelenie patri do triedy exponencidlnych a plati nasle-
dovny vztah medzi alternativhym a binomickym rozdelenim:
Veta 2.2. Ak Ny, Ns,..., N, si nezdvislé ndhodné premenné rov-
nako rozdelené s alternativnym rozdelenim s parametrom p, potom
sucet tychto nahodniych premennijch md binomické rozdelenie s pa-

rametrami n, p.

2.2 Binomické rozdelenie Bin(n, p)

Pri predchadzajicom rozdeleni sme uvazovali experiment, pri kto-
rom nahodné udalost bud nastala alebo nenastala. Tentokrat bu-
deme tento pokus opakovat nezavisle n-krat za sebou, pricom pred-
pokladame, ze pravdepodobnost vyskytu poistnej udalosti je pre
kazdy pokus p.

Definicia 2.2. Nahodna premenna N ma binomické rozdelenie prav-
depodobnosti s parametrami n, p prave vtedy, ak pravdepodobnost,

ze pri n nezavislych pokusoch nastane pozorovany jav prave k-krat,

ma tvar: Pl 1) - (Z) P (1 — )t (2.2)

pre k=0,1,2,...,n.

Veta 2.3. Zdikladné popisné charakteristiky binomického rozdelenia:
Strednd hodnota: E(N) = np
Disperzia: D(N) =np (1 —p)

Na zaklade tychto vztahov medzi charakteristikou polohy (stred-
nou hodnotou) a charakteristikou variability (disperziou) je zrejmé,



ze vzdy plati nasledujica nerovnost: E(N) > D(N). V praxi ¢asto
tieto charakteristiky pozname (alebo ich vieme odhadnit) a na za-
klade toho mézeme rozhodnut, ¢i je vhodné pouzit tento typ rozde-
lenia na aproximéciu nasich dat.

Uvedieme si eSte jednu vlastnost binomického rozdelenia:

Veta 2.4. Nech ndhodnd premennd X md binomické rozdelenie s
parametramsi n, p, ndhodnd premennd Y md binomické rozdelenie
s parametrami m,p a tieto ndhodné premenné su nezduvislé. Potom
nahodnd premennd X +Y md binomické rozdelenie s parametrams

n-—+m,p.

2.3 Poissonovo rozdelenie Po())

Tento typ rozdelenia takisto sivisi s binomickym rozdelenim, mo-
zeme ho totiz dostat ako limitny pripad pre n — oo a zaroven
p — 0. V praxi teda toto rozdelenie pouzivame na aproximaciu malo
pravdepodobnych nahodnych udalosti pri velkom poc¢te nezavislych
opakovani experimentu.

Definicia 2.3. Nahodna premennid N ma Poissonovo rozdelenie s
parametrom A prave vtedy, ak pravdepodobnostna funkcia ma tvar:

)\k )

P(k) = ke

(2.3)
pre k=0,1,2,...

Veta 2.5. Zakladné popisné charakteristiky Poissonovho rozdelenia:
Strednd hodnota: E(N) = A
Disperzia: D(N) = X

Teda vidime, 7e pri tomto type rozdelenia sa strednd hodnota
rovna disperzii, ¢o vyuzivame pri vybere najlepSieho rozdelenia na
popis dat.

Toto rozdelenie sa ¢asto pouziva ako velmi dobra aproximacia
binomického rozdelenia, ak n je velké (zvycajne aspon 100) a p je



malé (zvycajne najviac 0, 05).

Jedno z najcastejSich vyuziti tohto rozdelenia v praxi je na apro-
ximéciu po¢tu poistnych plneni v ¢asovom intervale dizky t s prie-
mernou pravdepodobnostou vyskytu A v ¢asovom intervale jednot-
kovej dizky. Takato ndhodna premenna ma potom Poissonovo roz-
delenie s parametrom At.

2.4 Geometrické rozdelenie Geo(p)

Rovnako ako pri binomickom rozdeleni nezavisle opakujme pokus,
pricom pravdepodobnost, ze naAhodna udalost nastane, je p. Pri bino-
mickom rozdeleni nas zaujimala pravdepodobnost, Ze sa dana uda-
lost vyskytne prave pri k pokusoch z n uskuto¢nenych. V tomto
pripade budeme n&s pokus opakovat tolkokrat, kym prvykrat na-
stane dana udalost. Nahodné premenna N teda bude predstavovat
pocet opakovani, kym nastala pozorovana udalost, teda ak N = k,
interpretacia je, ze pri prvych k — 1 pokusoch ndhodné udalost ne-
nastala a pri k-tom pokuse nastala.

Definicia 2.4. Ndhodna premennd N mé geometrické rozdelenie s

parametrom p prave vtedy, ak pravdepodobnostna funkcia ma tvar:

P(k)=p (1-p)*" (2.4)
pre k=1,2,3,...
Veta 2.6. Zdkladné popisné charakteristiky geometrického rozdele-
nia:
Strednd hodnota: E(N) =
Disperzia: D(N) = 1p_2p

]l

Rovnako ako alternativne rozdelenie bolo Specialny pripad bino-
mického rozdelenia, existuje zovseobecnenie geometrického rozdele-
nia, a tym je negativne binomické rozdelenie.

2.5 Negativne binomické rozdelenie NB(k,p)

Ako uz bolo spomenuté, toto rozdelenie vychidza z geometrického
rozdelenia, teda znova nezavisle opakujeme pokusy, pricom tento-



krat neskonc¢ime vtedy, ked nahodné udalost nastane prvykrat, ale
az vtedy, ked nastane k-krat. Pravdepodobnostna funkcia tohto roz-
delenia ma nasledovny tvar.

Definicia 2.5. Nahodna premennéd N ma negativne binomické roz-

delenie pravdepodobnosti s parametrami k£ a p prave vtedy, ak jej

pravdepodobnostna funkcia mé tvar:

n—1 _
O R P (25)
pren ==k k+1,... akTubovolné kladné celé ¢islo.

Veta 2.7. Zdkladné popisné charakteristiky negativneho binomic-
kého rozdelenia:

Strednd hodnota: E(N) = %
-

Disperzia: D(N) = k(1 —p)

Na zaklade uvedenych vztahov pre popisné charakteristiky je
zrejmé, 7e medzi nimi plati nerovnost E(N) < D(N).

Teda pri rozhodovani sa o najvhodnejSom rozdeleni z hlavnych
tried, ktoré boli v tejto Casti blizSie popisané, je dolezity vztah medzi
strednou hodnotou a disperziou nasich dat a na zéklade toho zvo-
lime binomické, Poissonovo alebo negativne binomické rozdelenie,
pripadne ich jednoduchsie verzie alternativne ¢i geometrické rozde-
lenie.

2.6 Aproximacia normalnym rozdelenim

Definicia 2.6. Nahodna premenna N mé normdlne rozdelenie prav-
depodobnosti s parametrami p a o2 prave vtedy, ak hustota prav-

depodobnosti ma tvar:

= p)

LA O
e 20 2.6
V2ro ( )

kde —co<n < oo, —co<u<ooao>0.

f(n) =



Veta 2.8. Zdakladné popisné charakteristiky normdlneho rozdelenia:
Strednd hodnota: E(N) = p
Disperzia: D(N) = o>

Aproximécie diskrétnych rozdeleni normalnym rozdelenim sa v
praxi velmi ¢asto vyuZivaju a ich platnost sa opiera o jednu zo za-
kladnych viet pouzivanych v Statistike, a to o centralnu limitna vetu:

Veta 2.9. Nech X4, Xo,..., X, su nezdvislé rovnako rozdelené nd-
hodné premenné. Nech E(X;) = p a nech D(X;) = o? pre i =

1,2,...,n. NechY = > % Potom rozdelenie nahodnej premennej
i=1

NG Y - B Lonverguje k normdlnemu rozdeleniu N(0,1).

Je zrejmé, ze tato aproximadcia je tym lepsia, ¢im je hodnota n
Vacsia.

Na zéaklade tejto vety sa daju Tahko odvodit nasledujice aproxi-
macie pre diskrétne rozdelenia:
Veta 2.10. Ak ndhodnd premennd N md binomické rozdelenie s pa-
rametramin, p, potom pre dostatocne velké n moZeme tito premenni

aprozimovat normdlnym rozdelenim s parametrami np a np (1 —p).

Samozrejme je tazké urcit, ktori hodnotu n mozeme povazovat

uz za dostatoCne velku, preto sa v praxi pouZziva kritérium, Ze tito
aproximéciu mozeme povazovat za dobri, ak st splnené nasledovné
nerovnosti: np > 5 a zaroven n(1 — p) > 5.
Veta 2.11. Ak ndhodnd premennd N md Poissonovo rozdelenie s
parametrom X\, potom pre dostatocne velké X moZeme tito premenni
aprorimovat normdlnym rozdelenim s parametrami \ a .

Pri tomto rozdeleni za postacujicu hranicu dobrej aproximécie

povazujeme A > 5.

VSetky definicie uvedenych rozdeleni spolu s aproximéciou moze
Citatel v urcitej podobe najst aj v [8] a [12].
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Kapitola 3

Rozdelenia vysky poistnych

plneni

V predchéidzajicej casti sme na popisanie poc¢tu poistnych plneni
pouzivali diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti, ¢o vyplyvalo z moz-
nych hodnét nahodnej premennej. Avsak vysku tychto plneni je
ovela vhodnejSie aproximovat spojitymi rozdeleniami. Na to, aby
sme nasli tie najvhodnejsie, je dobré si uvedomit niektoré vlastnosti,
ktoré modzeme pozorovat pri jednotlivych individudlnych plneniach.

Oblast nezivotného poistenia je typickd tym, Ze sa so zna¢nou
pravdepodobnostou vyskytuja aj poistné udalosti s vyrazne vyssou
hodnotou poistného plnenia, ¢o sposobuje, ze tieto ndhodné pre-
menné su velmi rozptylené, aj ked vac¢sina z nich sa nachadza pod
uroviiou strednej hodnoty.

Ako najvhodnejsie typy rozdeleni sa preto ukazuja tie, ktoré sa
pravostranne zoSikmené a konvergencia k nule nie je prili§ rychla.

Medzi najznamejSie a najpouzivanejsie rozdelenia patria expo-
nencialne rozdelenie, Paretovo rozdelenie, Weibullovo rozdelenie, gama
a log-gama rozdelenie a lognorméalne rozdelenie. VSetky tieto rozde-
lenia st definované len pre kladné hodnoty x, pre < 0 je hustota
vSetkych spominanych rozdeleni rovna nule. Tento predpoklad je ale
v praxi splneny, kedZe poistné plnenia nemézu nadobudat zaporné
hodnoty.

Kazdé z tychto rozdeleni ma svoje $pecifikd a nie je mozné po-
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vedat, ktoré z nich je vo vSeobecnosti najlepsie, vzdy to zavisi od
konkrétnych poistnych plneni, ktoré chceme popisovat. Preto sa v
tejto diplomovej praci budeme venovat aj teoretickym charakteristi-
kdm tychto rozdeleni a ich vlastnostiam, ale taktiez na konkrétnych
datach budeme analyzovat, ktoré rozdelenie je najvhodnejsie, v ¢om
sa liSia a tym poskytneme aj navod, ako by mohlo rozhodovanie pre-
biehat v praxi. Uvedené definicie a vlastnosti je mozné s ur¢itymi
modifikdciami ozna¢eni a parametrov najst v [8], [12]| a [19].

3.1 Exponencialne rozdelenie Exp(\)

Toto rozdelenie patri z hl'adiska funk¢ného vyjadrenia medzi najjed-
noduchsie a pri modelovani vysky poistnych plneni sa ¢asto pouziva
ako prvotna hruba aproximécia. Nepopisuje v8ak velmi dobre inter-

Definicia 3.1. Ndhodna premennd X ma exponencidlne rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrom A prave vtedy, ak hustota pravde-

podobnosti ma tvar:

flx)=Xe " (3.1)

pre x > 0, A > 0.
Distribucnd funkcia méa takyto tvar:

{1—6’\‘” ak x>0

F(z) = 0 ak z < 0

(3.2)

Veta 3.1. Zdkladné popisné charakteristiky exponencidlneho rozde-
lenia:
Strednd hodnota: F(X) =

Disperzia: D(X) = %

>

3.2 Gama rozdelenie G(a, f3)

Toto rozdelenie na rozdiel od exponencidlneho zavisi od dvoch para-
metrov, preto pri modelovani vysky poistnych plneni poskytuje Sirsi
zaber moznosti, aj ked interval najvyssich hodnot stidle nemédzeme
povazovat vo vSeobecnosti za dobre aproximovany.
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Definicia 3.2. Ndhodna premenna X ma gama rozdelenie pravde-
podobnosti s parametrami «, 5 prave vtedy, ak hustota pravdepo-

dobnosti ma tvar:

f(x) = i g0t e P (3.3)

pre z > 0, kde I'() je gama funkcia definovana vztahom: [ y* e ¥ dy
0
pre o > 0.

Distribucnd funkcia ma takyto tvar:

F(x) = —7(1?‘(’ 5)@ (3.4)

kde v(«, fz) je dolna neuplna gama funkcia definovana vztahom:

Bx
[yt eV dy pre a > 0.
0

Veta 3.2. Zdkladné popisné charakteristiky gama rozdelenia:
Strednd hodnota: E(X) = %
Disperzia: D(X) = %
Ak parameter « je celé ¢islo, potom gama rozdelenie reprezentuje
sicet o nezavislych ndhodnych premennych s exponencidlnym roz-

delenim s parametrom . Preto Specidlne ak a = 1, gama rozdelenie
G(1, B) je zhodné s rozdelenim Exp(f3).

V praxi je niekedy vyhodnejsie pouzit urc¢iti obmenu gama roz-
delenia, a to log-gama rozdelenie, ktoré je definované takto:
Definicia 3.3. Nahodna premenna X ma log-gama rozdelenie prav-
depodobnosti s parametrami «, 3 prave vtedy, ak hustota pravde-

podobnosti ma tvar:

pre z > 0.
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3.3 Paretovo rozdelenie Pa(a, c)

Toto rozdelenie sa v praxi velmi ¢asto pouziva v dvoch verziach, a
to americkej a europskej. Interval velkych hodnot vysky poistnych
plneni je v tomto pripade aproximovany ovela lepsSie ako pri pred-
chadzajacich rozdeleniach.

Definicia 3.4. Ndhodna premenna X ma eurdpske Paretovo rozde-

lenie pravdepodobnosti s parametrami «, ¢ prave vtedy, ak hustota

pravdepodobnosti ma tvar:

f@)=—m (3.6)
prea>0,c>0,x>c

Definicia 3.5. Nahodna premennd X ma americké Paretovo rozde-
lenie pravdepodobnosti s parametrami «, b prave vtedy, ak hustota
pravdepodobnosti ma tvar:

ab®

f(x) = O (3.7)

pre >0, x>0,b>0.

Distribucnd funkcia ma takyto tvar:

eurdpska verzia:

Flz)=1— (g)a (3.8)
americka verzia: N
Flz)=1- (bix) (3.9)

Veta 3.3. Zdakladné popisné charakteristiky Paretovho rozdelenia:
Strednd hodnota:

eurdpska verzia: F(X) = aO‘_Cl, pre a > 1

americka verzia: E(X) = a—EI’ pre o > 1
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Disperzia:

2

eurépska verzia: D(X) = = 1())‘20(& I pre o > 2
2
americka verzia: D(X) ab pre o > 2

T a-1>%(a-2)

Priamo z definicii oboch verzii je zrejmé, ze medzi nimi plati
nasledovny vztah:

Veta 3.4. Ak ndhodnd premennd X md eurdpske Paretovo rozdele-
nie Pa(a, ¢), potom ndhodnd premennd X —c md americké Paretovo

rozdelenie Pa(a,b), pricom b= c.

3.4 Weibullovo rozdelenie W (7, c)

Na modelovanie vysky poistnych plneni sa ¢asto pouziva tento typ
rozdelenia, kedZe aproximécia intervalu velkych hodnét je dobré, aj
ked funkéné vyjadrenie tohto rozdelenia nie je az také jednoduché.

Definicia 3.6. Nahodna premenna X ma Weibullovo rozdelenie
pravdepodobnosti s parametrami A, k prave vtedy, ak hustota prav-

depodobnosti ma tvar:

(f)kle<§>k (3.10)

fo=%

prex >0,k>0, A>0.

Distribucnd funkcia ma takyto tvar:
_<£)k
Flx)=1—e \A (3.11)

Veta 3.5. Zdkladné popisné charakteristiky Weibullovho rozdelenia:
Strednd hodnota: E(X) = AT <1 + %)

Disperzia: D(X) = \? {F (1 T %) - (1 * %>2]
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3.5 Lognormaélne rozdelenie LIN(j, 0?)

Priebeh funkcie tohto rozdelenia je velmi podobny ako priebeh vysky
poistnych plneni, pretoze malé hodnoty si malo pravdepodobné,
stredné hodnoty su najpravdepodobnejsie a velké hodnoty su opéat
maélo pravdepodobné, ale aj ich pravdepodobnost je kladné.

Definicia 3.7. Nahodna premenna X mé lognormdlne rozdelenie

pravdepodobnosti s parametrami u,c? prave vtedy, ak In(X) ma

normalne rozdelenie s parametrami p, o2. Hustota pravdepodobnosti

ma tvar: )
L ma—p)
pre z > 0.
Distribucnd funkcia ma takyto tvar:
] Inx - <y _ 5)2
F(x) = /e 200 dy (3.13)
o V2r /

Veta 3.6. Zdakladné popisné charakteristiky lognormdlneho rozdele-

nia:

Strednd hodnota: E(X) =e 2
Disperzia: D(X) = [602 — 1] e2nto

Okrem tychto zédkladnych rozdeleni sa mozeme v praxi stretntat
aj s roznymi zmesami tychto rozdeleni, napriklad v [18] st uvedené
zmesi Weibullovych a Paretovych rozdeleni a v [15] je spomenuta
zmes gama a log-gama rozdelenia a pouzita v konkrétnom priklade.
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Kapitola 4

Triedy rozdeleni vel'kych

poistnych plneni

V tretej kapitole sme uviedli zakladné typy rozdeleni pravdepodob-
nosti pouzivanych na modelovanie vysky poistnych plneni. Na za-
klade skusenosti z poistnej praxe sa ukazuje, Ze ich mozeme rozdelit
do dvoch skupin: na tie, ktoré si vhodné pre malé poistné plnenia
a na tie, ktoré su vhodné pre velké poistné plnenia. Oblast nezivot-
ného poistenia je charakteristickd tym, ze rozdelenie celkovej vysky
poistnych plneni je vyrazne zavislé od najvacSieho poistného plne-
nia, ktoré moze byt zna¢ne odligné ako nasledok zemetraseni, silnych
vetrov, burok, poziarov a podobne. Preto sa na ich modelovanie po-
uziva druha skupina rozdeleni, ktoré sa nazyvaju tiez rozdelenia s
tazkymi chvostami.

Predtym ako prejdeme k samotnym triedam rozdeleni si eSte de-
finujeme pojem chvosta rozdelenia.

Definicia 4.1. Nech F(z) je distribu¢na funkcia ndhodnej premen-
nej X definované vztahom (1.1). Praviym chvostom rozdelenia nazy-

vame:

F(z)=P(X >z)=1- F(x) (4.1)
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4.1 Rozdelenia s tazkymi chvostami

Definicia 4.2. Hovorime, ze rozdelenie ndhodnej premennej X ma

tazky chvost (nazyvany niekedy aj tucéng chvost), ak plati:

lim eMP(X > z) = lim eMF(2) = co pre kazdé A >0 (4.2)

Ekvivalentne mozeme tato definiciu vyjadrit pouzitim momento-
vej vytvarajucej funkcie:
M;(\) = / e dF(z) = oo pre kazdé A > 0, (4.3)

0
teda rozdelenie ma tazky chvost, ak jeho momentova vytvarajica

funkcia je nekonecnd pre vSetky hodnoty parametra A > 0.

Pre nazornejsiu interpretaciu by sme volne mohli povedat, Ze roz-
delenie mé tazky chvost, ak jeho konvergencia k nule je pomalsia ako
pri exponencialnom rozdeleni.

V teorii pravdepodobnosti sa vyskytuji aj pojmy ako rozdelenie
s tazkym lavym chvostom, pripadne s oboma tazkymi chvostami
a ich definicia je podobna ako Definicia 4.2. V oblasti nezivotného
poistenia sa vSak velmi nevyuzivaju, preto sa im v tejto praci do-
kladnejSie nebudeme venovat.

Spomedzi rozdeleni uvedenych v tretej kapitole sa do triedy roz-
deleni s tazkymi chvostami zarad uju tieto rozdelenia:

e Paretovo rozdelenie,

e Weibullovo rozdelenie,

e lognormélne rozdelenie,

e log-gama rozdelenie.

Ako priklad rozdeleni s oboma tazkymi chvostami moézeme uviest

Cauchyho rozdelenie alebo t-rozdelenie.

Existuja dve dolezité podtriedy rozdeleni s tazkymi chvostami, a
to rozdelenia s dlhymi chvostami a subexponencidlne rozdelenia.
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4.2 Rozdelenia s dlhymi chvostami

Definicia 4.3. Hovorime, ze rozdelenie ndhodnej premennej X ma

dlhy chvost, ak plati:

lim P(X >z+t| X >z)=1 (4.4)

T—00
Mozeme pouzit tiez ekvivalentné vyjadrenie pouzitim priamo chvosta

rozdelenia:

lim M
T—00 F(Q])
Intuitivna interpretacia takéhoto typu rozdelenia je, ze ak prekro-
¢ime istd vysokd hranicu, potom s pravdepodobnostou bliziacou sa
k jednotke prekroc¢ime aj vSetky vyssie hranice, teda situacia moze
byt v skutoc¢nosti eSte horsia, ako sa na prvy pohlad zda.

=1 pre kazdé t > 0 (4.5)

Vztah medzi rozdeleniami s tazkymi a s dlhymi chvostami je taky,
ze kazdé rozdelenie s dlhym chvostom je zaroven rozdelenim s taz-
kym chvostom, avSak naopak to neplati.

4.3 Subexponencialne rozdelenia

Vlastnost subexponenciality je vo vSeobecnosti definovana pouzi-
tim konvolicie rozdeleni pravdepodobnosti. Pre dve nezavislé rov-
nako rozdelené nahodné premenné X;, X, so spolo¢nou distribuc-
nou funkciou F' je konvolicia definovanid pomocou Lebesgueovho-
Stieltjesovho integralu ako:

P(X1 + X, < 7) = F*(x) = / F(e—y) dF(y)  (46)

—00
Podobne mozeme tito definiciu rozsirit aj pre n ndhodnych pre-
mennych a uré¢it tak n-ta konvoliciu distribu¢nej funkcie F*"(x).

Rozdelenie pravdepodobnosti je potom subexponencialne, ak plati:

%2
lim F_ (2)
T—00 2F($)

=1 (4.7)
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Z toho pre I'ubovolné n > 1 dostaneme:
lim F? (z) =
z—oo nF(x)

Pravdepodobnostna interpretacia subexponencialneho rozdelenie
je uvedend v nasledujtcej definicii.

(4.8)

Definicia 4.4. Hovorime, Ze rozdelenie pravdepodobnosti F' n neza-
vislych ndhodnych premennych X, ... X, je subexponencidlne roz-

delenie, ak plati:

P> X; > x)
li =1 =1 pre kazdé n > 2 4.9
P P(lrg?g{ Xk > x) pre Jazde = (4.9)

Tato trieda rozdeleni je znama aj ako princip jedného velkého
skoku.

Vztah medzi subexponencialnymi rozdeleniami a rozdeleniami s
dlhymi chvostami je taky, ze kazdé subexponencidlne rozdelenie je
zaroven rozdelenim s dlhym chvostom, avSak naopak to neplati.

Pre studovanie extrémnych udalosti je najdolezitejsia prave tato
trieda rozdeleni a patria sem vsetky Styri rozdelenia zo skupiny roz-
deleni s tazkym pravym chvostom.

4.4 Dalsie triedy rozdeleni

Okrem tychto tried rozdeleni sa mozeme stretnit eSte s dal$imi -
s triedou reguldrne sa meniacich rozdeleni a s triedou rozdeleni s
dominantne sa meniacimi chvostami.

Definicia 4.5. Hovorime, Ze rozdelenie ndhodnej premennej X je

requldrne sa meniace rozdelenie, ak plati:

lim — =t pre kazdé t > 0 a nejaké a > 0 (4.10)
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Vztah medzi regularne sa meniacimi rozdeleniami a subexponen-
cidlnymi rozdeleniami je taky, ze kazdé regularne sa meniace rozdele-
nie je zaroven subexponencidlne rozdelenie, avSak naopak to neplati.

Do tejto triedy rozdeleni patria rozdelenia mocninné, ako napri-
klad Paretovo rozdelenie alebo log-gama rozdelenie, avsak Weibul-
lovo a lognormélne rozdelenie sem nepatria.

Definicia 4.6. Hovorime, Ze rozdelenie ndhodnej premennej X je

rozdelenie s dominantne sa meniacimi chvostami, ak plati:

lim sup Fl(c:z:) < oo pre kazdé 0 < c <1 (4.11)
w00 F(x)
Vztah medzi regularne sa meniacimi rozdeleniami a rozdeleniami
s dominantne sa meniacimi chvostami je taky, ze kazdé regularne sa
meniace rozdelenie je zaroven rozdelenim s dominantne sa menia-

cimi chvostami, avSak naopak to neplati.

Aby boli vztahy medzi jednotlivymi triedami nazornejsie, su zo-
branené na nasledujicom obrazku 4.1, kde K je trieda rozdeleni s
tazkymi chvostami, L trieda rozdeleni s dlhymi chvostami, S trieda
subexponencialnych rozdeleni, D trieda rozdeleni s dominantne sa
meniacimi chvostami a R trieda regularne sa meniacich rozdeleni.

K

Obr. 4.1: Triedy rozdeleni s tazkymi chvostami

Zakladné definicie z tejto kapitoly pochadzaju z [13] a [19], vztahy
medzi jednotlivymi triedami st popisané napriklad v [4].
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Kapitola 5

Teb6ria ruinovania

V predchadzajucich castiach sme sa zaoberali najprv rozdeleniami
popisujucimi pocet poistnych udalosti a potom rozdeleniami popi-
sujucimi individualne poistné plnenia. Teéria ruinovania sa zaobera
modelmi kolektivneho rizika pre urcité dlhsie ¢casové obdobie. V tejto
kapitole si priblizime tato problematiku a doteraz najvyznamnejsi
vysledok z tejto oblasti, a to Lundbergovu nerovnost. Pri spracovani
tejto Casti sme pouzili zdroje [1], [2], [12] a [14].

5.1 Zakladné pojmy

Slovo riziko je bezne pouzivané vo vyzname portfolio poistiek, v
tejto praci bude predstavovat bud jednotlivé poistky alebo ich su-
bor.

Teoéria ruinovania je postavené na zékladnom modeli nazyvanom
model prebytku a na jeho popisanie si najprv uvedieme oznacenia
niektorych premennych:

e N(t) predstavuje pocet vSetkych poistnych udalosti v ¢asovom
intervale (0,t) pre kazdé t > 0

e X, je vyska i-tej poistnej udalosti pre ¢ = 1,2,3, ...

e S(t) oznacuje vysku celkového poistného plnenia v ¢asovom
intervale (0,t) pre kazdé t > 0

{X;}2, je postupnost ndhodnych premennych,{ N (t) }:>0 a {S(¢) }+>0
st stochastické procesy v spojitom case.
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Na zéaklade tohto oznac¢enia moézeme pisat, Ze

N(t)
Sty =>_ X, (5.1)

pri¢om rozumieme, ze S(t) = 0, ak N(t) = 0 a S(t) nazyvame tiez
proces celkovej viysky poistnyjch plnend.

Néhodné premenné N (1) a S(1) predstavuji pocet poistnych pl-
neni a celkovi vysku poistnych plneni v ¢asovom intervale jednot-
kovej dlzky.

Nasledujuci predpoklad je urc¢itou konvenciou v teérii ruinovania
(ale aj v inych): budeme predpokladat, 7e poistné je prijimané spo-
jite s konstantnou mierou a oznacovat ju ¢ za jednotku ¢asu, teda
celkové poistné prijaté za ¢asovy interval (0,t) je ct.

NavySe predpokladame, Ze poistoviia ma na zaciatku urcitu fi-
nan¢ni c¢iastku, ktort oznacujeme U a nazyva sa pociatocny preby-
tok alebo tiez rezervny fond. Prebytok poistovne v kazdom budicom
okamihu ¢(> 0) je ndhodné premennd, ktorej hodnota zavisi od po-
istnych udalosti do ¢asu t.

Model prebytku poistovne ma nasledovny tvar:
Ut)=U+ct—S(t) (5.2)

a slovne ho mozeme interpretovat, ze prebytok poistovne v ¢ase t je
pociato¢ny prebytok zvyseny o prijaté poistné do casu t a znizeny
o celkovi vysku poistnych plneni do ¢asu ¢.

Tento model plati pre kazdé ¢t > 0, pricom U(0) = U. Na zaklade
tohto modelu je zrejmé, Ze pre pevna hodnotu ¢ je U(t) ndhodné pre-
mennd, pretoze S(t) je ndhodna premenna. Ak néas zaujima priebeh
néhodnej premennej U(t) pre t > 0, potom {U () }+>¢ je stochasticky
proces a nazyva sa proces prebytku (alebo tiez surplus proces).

Je zrejmé, ze tento model nezodpoveda presne finanénym tokom
poistovne, kedze pouZiva nasledujtce zjednoduSenia:

e neuvazujeme ziaden mozny trok z prebytku poistovne,

e ako uz bolo spomenuté, predpokladame, Ze poistné je platené
spojite a rastie linearne,

e predpokladame tiez, ze vSetky poistné plnenia st vyplatené
okamzite po vzniku naroku.
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Napriek tymto zjednoduSeniam vSak na zaklade tohto modelu
mozeme ziskat velmi dolezité informéacie pre pravdepodobnosti zru-
inovania poistovne.

5.2 Pravdepodobnost zruinovania v spojitom c¢ase

Slovo zruinovanie je v oblasti tedrie ruinovania pouzivané na vyjad-
renie okamihu, kedy prebytok poistovne U(t) prvykrat nadobudne
zapornu hodnotu.
Z pohladu poistovne je dolezité poznat pravdepodobnost zruinova-
nia a takisto moznosti, ako ju regulovat a udrziavat v stanovenych
hraniciach.
Definicia 5.1. Pravdepodobnostou zruinovania V(U) v nekoneénom
casovomn horizonte (0, 00) oznacujeme pravdepodobnost
U(U) = P[U(t) < 0 pre nejaké ¢, 0 < t < o).
Pravdepodobnostou zruinovania ¥(U,t) v konecnom casovom hori-
zonte (0,1) ozna¢ujeme pravdepodobnost W (U, t) = P[U(7) < 0 pre
nejaké 7, 0 < 7 < t].

V nasledujucej vete st uvedené zakladné vztahy medzi tymito

pravdepodobnostami pre 0 < t; <ty < 0o a pre 0 < U; < Us.

Veta 5.1. Zdkladné vztahy:

1. U(Uy,t) < W(Uy,t)

2. U(Us) < W (Uh)

3. WU, ty) < W(U,ty) < V()

4. tlirn (U, t) =¥ (U)

Slovne moézeme tito vetu interpretovat tak, ze zvySovanie pocia-
to¢ného rezervného fondu znizuje pravdepodobnost zruinovania v
konec¢nom i nekone¢nom ¢asovom horizonte a predlzovanie ¢asového

intervalu zvysuje pravdepodnost zruinovania v kone¢nom case a ta
sa priblizuje k pravdepodobnosti zruinovania v nekone¢nom case.
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5.3 Pravdepodobnost zruinovania v diskrétnom

¢ase

Definicia 5.2. Pravdepodobnostou zruinovania W,(U) v nekonec-
nom casovom horizonte (0,00) s casovou jednotkou h oznalujeme
pravdepodobnost W, (U) = P[U(nh) < 0 pre nejaké n =1,2,3,...].
Pravdepodobnostou zruinovania V,(U,t) v koneénom casovom ho-

rizonte (0,t) s casovou jednotkou h oznalujeme pravdepodobnost

U, (U, t) = P[U(nh) < 0 pre nejaké n =1,2,..., %].

'R
Tato pravdepodobnost zruinovania sa viac priblizuje potrebam
praxe, kedZe za ¢asovi jednotku zvycCajne pouzivame napr. tyzden,
mesiac, rok.

Pre pravdepodobnosti zruinovania v diskrétnom case platia po-
dobné vztahy ako pre spojity ¢as, ktoré si uvedené vo Vete 5.1.

Nasledujtuca veta nam priblizuje vztahy medzi pravdepodobnos-
tami zruinovania v spojitom a diskrétnom case:

Veta 5.2. Zdkladné vztahy:
2. U, (U) <¥(U)

3. 1im W, (U, t) = (U, t)

h—0

4. lim ¥, (U) = ¥ (U)
h—0
Prirodzené slovnéa interpretacia hovori, Ze pravdepodobnost zru-
inovania v diskrétnom c¢ase mozeme zhora ohranic¢it pravdepodob-
nostou zruinovania v spojitom Case a v limitnom pripade sa rovnaju,
¢o plati aj pre kone¢ny aj nekonec¢ny c¢asovy horizont.
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5.4 Poissonov a zloZeny Poissonov proces

Definicia 5.3. Stochasticky proces {N(t)}:>o je Poissonov proces
s parametrom A, ak s splnené nasledovné podmienky:
1. N(0) =0 a N(s) < N(t) pre lubovolné s < t.

2. PIN(t+h)=r|N(t)=r]=1—- A+ o(h),
P[N(t+h)=r+1]|N(t)=r] = A+ o(h),
PIN(t+h)>r+1|N(t)=r] =o0(h),

pricom o(h) je funkcia, pre ktoru plati, Ze }ZILI(I) o(h) =0.

3. Ak s < t, poCet poistnych plneni v ¢asovom intervale (s,t)
nezavisi od poctu poistnych plneni pred zaciatkom s tohto in-

tervalu.

4. Pre Tubovolné pevne zvolené ¢ ma nahodné premenna N (t)

Poissonovo rozdelenie s parametrom At.

Veta 5.3. Poissonov proces {N(t)}1>o je scitaci proces, teda spliia

nasledugjiice podmienky:
1. N(0) =0.
2. Pre lubovolné t > 0 je N(t) celociselnd hodnota.

3. Ak s < t, potom N(s) < N(t), t.j. pocet poistnijch plneni je v

case neklesajici.

4. Ak s <'t, potom N(t) — N(s) je pocet poistnijch plneni v caso-

vom intervale (s,t).

Definicia 5.4. Stochasticky proces celkovych poistnych plneni {S(¢) }+>o
nazyvame zloZeng Poissonov proces s parametrom A, ak st splnené

nasledovné podmienky:
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1. Individuélne poistné plnenia tvoria postupnost {X;}5°, neza-

vislych rovnako rozdelenych ndhodnych premennych.

2. Nahodné premenné {X;}°; st nezavislé od poctu poistnych

plneni N (t) pre Tubovolné t > 0.

3. Proces po¢tu poistnych plneni {N(¢)};>o je Poissonov proces s

parametrom .

5.5 Cramérova - Lundbergova veta

Z pohladu poistovne je dolezité vediet urcit pravdepodobnost zru-
inovania (¢i uz uvazujeme diskrétny alebo spojity model), avsak to
v praxi nie je vzdy mozné, hlavne v pripadoch, ked sa na mode-
lovanie pouzivaju zlozitejsie rozdelenia pravdepodobnosti. Preto sa
¢asto vyuziva stanovenie hornej hranice pravdepodobnosti zruinova-
nia v nekone¢nom casovom horizonte, ktoré je dané Lundbergovou
nerovnostou.

Uvazujme model prebytku uvedeny v (5.2), pricom proces celko-
vého poistného plnenia S(t) je zlozeny Poissonov proces CoPo(At, F(x)),
kde F'(x) oznacuje spoloéna distribu¢ni funkciu rovnako rozdele-
nych ndhodnych premennych X;.

V pripade, Ze intenzita prijatého poistného c je mensia alebo rov-
naki ako stredna hodnota o¢akdvaného poistného plnenia AE(X),
pravdepodobnost zruinovania poistovne ¥(U) = 1 pri Tubovolnej
vyske pociato¢ného rezervného fondu.

Preto budeme predpokladat, 7ze plati:

¢ > \E(X), (5.3)

teda Ze v jednotkovom ¢asovom intervale je prijaté poistné vyssie
ako vyska poistného plnenia. Ak by sme uvazovali princip vypoctu
poistného na zéklade strednej hodnoty, mozeme prijaté poistné vy-
jadrit nasledovne:

c=(14+0) \E(X), (5.4)

kde 6 > 0 je rizikova prirdzka k ¢istému poistnému.
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V pripade uvedenych predpokladov pre pravdepodobnost zruino-
vania v nekone¢nom ¢asovom horizonte mozeme sformulovat Cra-
mérovu - Lundbergovu vetu [13]:

Veta 5.4. Predpokladajme, Ze existuje R > 0 také, Ze:

o0

/eRx F(z) do = § (5.5)

0

Potom plati Lundbergova nerovnost:
U(U) < e pre kazdé U > 0 (5.6)

kde U predstavuje vysku pociatocného rezervného fondu a R je ko-
eficient korekcie (z anglického adjustment coefficient) vyjadrujici
mieru rizika procesu prebytku.

Ak je navyse splnend podmienka:

/:z: e F(x) dr < oo, (5.7)
0
potom plati:
Jim eV U (U) = O < oo, (5.8)
kde
o -1
C= a /x e F(x) dx (5.9)
| 9E(X) '
0

Je teda zrejmé, Ze je nevyhnutné existencia koeficientu korekcie
R>0.

V poistnej sfére sa prava strana nerovnosti (5.6) pouziva ako
aproximécia pravdepodobnosti zruinovania poistovne, pricom je oci-
vidné, 7e tato sa znizuje s rasticou hodnotou koeficientu R.
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Implicitna rovnica na vyjadrenie koeficientu korekcie pre zlozeny
Poissonov proces ma tvar:

Mo = )\/emf(x) dz = MM, (r), (5.10)
0

kde M, (r) je momentova vytvarajuca funkcia ndhodnych premen-
nych X v bode r.
Ekvivalentné vyjadrenie tejto rovnice pouzitim rizikovej prirazky
je takéto:
1+ (14+0) BE(X) r= M,(r). (5.11)

Téato rovnica méa dve riesenia, jedno trivialne r = 0 a druhé kladné
r = R, ktoré sa nazyva koeficient korekcie. Na zaklade rovnice (5.11)
vidime, ze R zavisi len od rizikovej prirazky 6 a rozdelenia vysky in-
dividuéalnych poistnych plneni Xj;.

Na jednozna¢nu aproximéaciu pravdepodobmnosti zruinovania je
potrebné poznat hodnotu parametra R, avSak vo vicSine pripa-
dov rovnica (5.11) nemd explicitné rieSenie a je potrebné pouzit
vhodné numerické metody na jeho néjdenie. Vynimku tvori expo-
nencidlne rozdelenie, teda ak uvazujeme, 7Ze individualne naroky

maju Fzp (), potom hodnota koeficientu korekcie R je (104—_1_90).

Na zaklade rovnice (5.10) vidime, Ze na vyjadrenie koeficientu
korekcie je nutné poznat momentovi vytvarajicu funkciu. AvSak
v pripade rozdeleni s tazkymi chvostami momentova vytvarajuca
funkcia neexistuje, teda koeficient korekcie takisto neexistuje. Tym
padom nie si splnené predpoklady Cramérovej - Lundbergovej vety,
a preto sa neda pouzit. To ale neznamen4, Ze nie je mozné pravde-
podobnost zruinovania urcit presne alebo aspon odhadnut.

V pripade niektorych tried rozdeleni uvedenych v stvrtej kapitole

st uz dokézané urcité asymptotické odhady pravdepodobnosti zru-
inovania v nekone¢nom ¢asovom horizonte.

Veta 5.5. Pre triedu requldrne sa meniacich rozdeleni sa dd prav-

depodobnost zruinovania v nekonecnom casovom horizonte vyjadrit
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pomocou chvosta rozdelenia nasledovne:

Jim W(U) = (,EEX) / Fy) dy (5.12)

Pre rozsirenie tejto vety na triedu subexponencialnych rozdeleni
si najprv definujeme pojem integrovaného chvosta.
Definicia 5.5. Nech F(x) je distribu¢na funkcia rozdelenia ndhod-
nej premennej a F(z) je chvost definovany vztahom (4.1). Potom

integrovanyj chvost je definovany vztahom:

xT

Fr(z) = ;/F(y) dy,z >0 (5.13)

Veta 5.6. Pre triedu subexponencidlnych rozdelent s konecnou stred-
nou hodnotou E(X) plati, Ze ak rozdelenie integrovaného chvosta
Fi(x) je tieZ z triedy subexponencidlnych rozdeleni, tak pre pravde-

podobnost zruinovania v nekonecnom casovom horizonte plati:

w1
M) T (5.14)

Overenie podmienky, Ze rozdelenie integrovaného chvosta je z
triedy subexponencialnych rozdeleni je v praxi ¢asto velmi naro¢né,
pretoze neplati priama zavislost medzi F'(z) a F7(z), teda ak je F'(x)
z triedy subexponencialnych rozdeleni, nemusi byt aj F;(z) z triedy
subexponencialnych rozdeleni a naopak.

Plati vSak tvrdenie, zZe ak je rozdelenie z triedy s dominantne sa
meniacimi chvostami a ma konec¢ni strednti hodnotu, potom rozde-
lenie integrovaného chvosta je subexponencidlne a tato podmienka
sa overuje jednoduchsie.

Ak sa pozrieme na rozdelenia, ktoré sa vyuzivaju v oblasti nezi-
votného poistenia na modelovanie vysky poistnych plneni, tak pred-
poklady poslednej vety (5.6) splhaji vietky rozdelenia s tazkymi
chvostami uvedené v ¢asti (4.1), teda Paretovo, Weibullovo, lognor-
malne i log-gama rozdelenie.
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Na odhadnutie pravdepodobnosti zruinovania je niekedy vyhodné
pouzit aj iné metody, a preto v nasledujicej ¢asti uvedieme jednu
zo znamych metéd, a to metodu Laplaceovej trasformécie, ktorej
stru¢ni verziu je mozné najst napriklad v [5].

5.6 Metoda Laplaceovej transformacie

Laplaceova transformécia ma rozne formy vyuzitia, napriklad na
vyjadrenie potrebnych konvoltcii na stanovenie rozdelenia celkovych
poistnych plneni, ale taktiez ako prostriedok riesenia diferencialnych
alebo integralno-diferencidlnych rovnic.

Definicia 5.6. Nech fx(z) je funkcia definovana pre vsetky realne
x > 0. Laplaceovu transformdciu funkcie fx(z) budeme oznacovat

Ly

. a je definovana ako:

o0

L (2) = /e_”fx(x) dzx. (5.15)
0
Pri odvodzovani vztahu na odhad pravdepodobnosti zruinovania
vyuzijeme niektoré vlastnosti Laplaceovej transformécie, ktoré si
uvedené v nasledujucich vetéach.
Veta 5.7. Laplaceova trasformdcia spliia podmienku linedrnosti, teda
ak pre funkcie fx,(x) a fx,(x) existuje Laplaceova trasformdcia, po-

tom pre kaZdé ay,as € R plati:

/ e (arfx, () + asfxy (1)) do = Ly, (2) + Ly, () (5.16)

Veta 5.8. Laplaceova trasformdcia z integralu sa urci takto: nech
pre funkciu fx(x) existuje Laplaceova trasformdcia a nech F(x) =
[ fx(t) dt. Potom
0
L
Lpy(2) = (%) (5.17)

z
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Veta 5.9. Laplaceova trasformdcia z derivdcie sa urci takto: nech
funkcia fx(x) je diferencovatelnd a existuje pre 1iu Laplaceova tras-

formadcia. Potom

o)

[ hta) do =215, (2) - x(0) (5.18)
0
Veta 5.10. Laplaceova trasformdcia z konvolicie sa urci takto: nech

S = Xj + Xy, nech pre funkcie fx,(x) a fx,(x) existuje Laplaceova

trasformdcia a definujme
f0) = [ o) fxle =) dy
0

Potom Laplaceova transformdcia S md tvar:

Ly, (2) = Ly, (2) Ly, (2) (5.19)

Aplikujeme teraz tuto metdédu na odhadovanie pravdepodobnosti
zruinovania. Zacneme tym, Ze si explicitne vyjadrime ¥(U), pri¢om
vyuzijeme prechod cez ®(U) = 1—¥(U), teda cez pravdepodobnost,
ze zruinovanie pri vyske pociato¢ného prebytku U nikdy nenastane.

Ak uvazujeme Cas nastatia prvej poistnej udalosti a jej vysku ako
parametre pre vypocet pravdepodobnosti ®(U), potom skuto¢nost,
Ze prva poistna udalost nastala v ¢ase t a jej velkost nepresahuje
U + ct, mézeme vyjadrit vztahom:

(U :/AeM / Fe(@) DU +ct—z) dedt  (5.20)

Zavedenim substiticie s = U + ¢t dostaneme:

oU) = %/)\e_’\s _CU /fX(a:) O(s — ) do ds =
0

U [ —\s
ec [Xxe ¢ | fx(z)®(s—z)deds (5.21)
[

>~ S

1
c
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Diferencovanim vztahu (5.21) a eliminovanim integralu dosta-
neme diferenciadlnu rovnicu druhého radu, ktorej riesenie je potrebné
na explicitné vyjadrenie funkcie ®.

Aplikaciou vztahu ®(U) = 1 — ¥(U) v rovnici, ktorda vznikne
derivaciou vztahu (5.21), dostaneme:

®I>/

/ (1= Fy(u) du — % B(X) (5.22)

Na vyjadrenie Laplaceovej transforméacie funkcie ® potrebujeme
vyjadrit derivaciu rovnice (5.21).

4wy =2 o) - %/fx(x) O —z)dr  (5.23)

Podla tretej vlastnosti Laplaceovej transformécie, teda podla
vztahu (5.18), vyjadrime lavi stranu rovnice (5.23) a dostaneme:

ZBZU (dallf q)(U)) dU = 2 Le(z) — ®(0) (5.24)

Na zaklade linearnosti Laplaceovej transformécie (5.18) a apli-
kaciou vztahu (5.19) na druhy ¢len na pravej strane rovnice (5.23)
mozeme pisat:

z Lo(z) — ®(0) = % Lo(2) — % Lo(z) Ly, (2) (5.25)

Laplaceovu transformaciu funkcie ® mozeme teda vyjadrit v tvare:

c ®(0) L é
oA=L, () Xde 2O =1-7 LX) (5.26)

ch(Z) =

33



Odhad pravdepodobnosti zruinovania dostaneme invertovanim
Laplaceovej trasformacie uvedenej v (5.26), na ¢o je pre konkrétne
rozdelenia ¢asto potrebné pouzit urc¢ité numerické metody, avsak
takto ziskany odhad je presnejsi ako odhad ziskany pomocou Lund-
bergovej nerovnosti.

Aplikujeme teraz tento postup pre jedno z rozdeleni s tazkymi
chvostami, a to Paretovo rozdelenie, presnejsie jeho americkt verziu.

Na vyjadrenie Laplaceovej transformacie pravdepodobnosti zru-
inovania ®(U) potrebujeme Laplaceovu trasforméciu hustoty roz-
delenia vysky poistnych plneni, kedze fx(z) zodpoveda v tomto
pripade prave hustote amerického Paretovho rozdelenia, ktora je de-
finovana v definicii 3.5. TakZze v tomto pripade bude mat Laplaceova
transformécia nasledovny tvar:

Lp(@) = [ e = e oty o=
0 0
=ab” /(bf_w dr = a b € 2% T'(—a, bz), (5.27)

0
kde T'(—a, bz) je horna netplnd gama funkcia definovana vzta-

hom: [y~ e7¥ dy.
bz
Kedze tento vztah je zna¢ne komplikovany, nie je mozné néjst
explicitné rieSenie inverzie Laplaceovej transforméacie, je potrebné
pouzit nejakd spomedzi zndmych numerickych metod.

Vysledky pre konkrétne hodnoty pociatoéného rezervného fondu
U a pre hodnoty parametrova =2, b=1, A =1, ¢ = 1,1 st uve-
dené v nasledujuicej tabulke 5.1.

Tieto vysledky pochéadzaju zo zdrojov 3], |9] a [16].

Mozeme teda vidiet, ze vysledky v pripade pouzitych dvoch me-
tod su takmer rovnaké a zhoduju sa s prirodzenymi oc¢akavaniami.
Teda pri nizkej hodnote poc¢iato¢ného rezervného fondu je pravdepo-
dobnost zruinovania vysoka a postupne so zvac¢sujicou sa hodnotou
pociato¢ného rezervného fondu sa tato pravdepodobnost znizuje.
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U | YU | ¥(U)
0 0,90909 | 0,90909
2 0,81023 | 0,81023
4 0,74976 | 0,74976
10 | 0,62713 | 0,62713
20 | 0,49814 | 0,49814
30 | 041144 | 0,41144
40 | 0,34789 | 0,34789
50 | 0,29916 | 0, 29916
100 | 0,16486 | 0,16486
500 | 0,02512 | 0,02512
1000 | 0,01134 | 0,01135

Tabul'ka 5.1: Pravdepodobnost zruinovania pre Paretovo rozdelenie

Podobne by sme mohli vyjadrit pravdepodobnost zruinovania v
zavislosti od poc¢iato¢ného rezervného fondu pre iné hodnoty para-
metrov, pripadne iné rozdelenia, avSsak vypoctova c¢ast v takychto
pripadoch je uz zna¢ne néro¢nd a bez pouzitia softvéru to nie je

mozné.
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Kapitola 6

Postup pri modelovani vysky

poistnych plneni

V predchadzajucich kapitolach sme uviedli teoretické poznatky z
oblasti teorie pravdepodobnosti a matematickej statistiky, ktoré su
zakladom pre modelovanie skuto¢nych dat ¢i uz v oblasti nezivot-
ného poistenia alebo aj v inych oblastiach.

Tato kapitola je venovana samotnému postupu, ako je mozné
vysku poistnych plneni modelovat. Najprv je uvedeny vSeobecny
postup a v dalsej kapitole je prakticka ukazka, ako je mozné usku-
tofnit analyzu realnych dat, ako postupovat pri hladani najvhod-
nejSieho rozdelenia na modelovanie vysky poistnych plneni. Cerpali
sme hlavne z [8] a [12].

Vo vSeobecnosti proces volby pravdepodobnostného rozdelenia
pozostava z troch krokov:

e vyber rozdelenia pravdepodobnosti,
e odhad prislusnych parametrov rozdelenia,

e otestovanie zhody zvoleného rozdelenia s datami.

6.1 Prvotna vol'ba rozdelenia

Na to, aby sme si zvolili rozdelenie, ktoré moze byt pre nase data
vhodné, je potrebné najprv si vytvorit uréitt predstavu o détach.
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Na to sa najcastejSie pouziva grafické znazornenie v podobe his-
togramu spolu so zakladnymi popisnymi charakteristikami, ako si
strednd hodnota, disperzia, ¢i jednotlivé kvantily rozdelenia. My sa
budeme snazit zistit, ¢ je vhodné pre vysku poistnych plneni za
urcité obdobie pouzit niektoré z rozdeleni s tazkymi chvostami.

6.2 Metdédy odhadu parametrov

Po zvoleni urcitého rozdelenia je v druhej faze potrebné urcit hod-
notu parametra, pripadne viacerych parametrov, od ktorych zavisi
zvolené rozdelenie. My vsak mame k dispozicii iba urcity vyberovy
sibor poistnych plneni, preto je mozné najst iba odhady parametrov
rozdeleni. Medzi zakladné typy patria bodové odhady a intervalové
odhady, my sa budeme venovat prvej skupine, ktora je v naSom pri-
pade vhodnejsia a postacujica. Presné definicie i vlastnosti tychto
typov odhadov je mozné najst v [8].

6.2.1 Metéda maximalnej vierohodnosti

V oblasti teérie odhadov je znamych viacero meto6d pouzivanych
na odhad parametrov. Metoda maximaélnej vierohodnosti je spome-
dzi nich najznamejsia, ma Siroké moznosti pouzitia a jej vysledky
maji dobré vlastnosti v porovnani s inymi metédami, v urc¢itom
zmysle mozeme takto ziskané odhady povazovat za asymptoticky
optiméalne. Téato metdda je zalozend na funkcii vierohodnosti, ktora
je definovand pomocou hustoty daného rozdelenia.

Definicia 6.1. Nech (X3, Xy, ... X,,)" je ndhodny vyber z rozdelenia
s hustotou f(z,0), kde 0 je neznamy jednorozmerny parameter z ©
a nech (x1,z9,...2,) je jeho realizicia. Funkcia vierohodnosti je

definovana vztahom:

n

L(x,0) = L(x1, 22, . .., T, 0) = Hf(:vz-,e) (6.1)

Ak existuje taky bod 6 z parametrického priestoru ©, Ze pre
vsetky 6 € © plati:
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L(z,0) < L(x,0), (6.2)

potom 6 sa nazyva mazimdlne vierohodnjj odhad parametra 6.

V pripade, ze je potrebné odhadovat viacrozmerny parameter, je
takisto mozné pouzit tito metddu a jej blizSie vysvetlenie je mozné
néajst napriklad v [8].

6.2.2 Meto6da momentov

V pripade niektorych rozdeleni (napriklad Paretovho rozdelenia) je
vycislenie maximéalne vierohodnych odhadov parametrov numericky
naro¢né a je vyhodnejsie pouzit druhtt metodu, metédu momentov.

Tato metoda je jednou z najstarsSich a je pomerne jednoducha.
Jej princip spociva v tom, ze charakteristiky zakladného stiboru sa
nahradia zodpovedajicimi vyberovymi charakteristikami.
Definicia 6.2. Nech (X3, X5,...X,,)" je ndhodny vyber z rozdele-
nia, ktoré zavisi od r neznamych parametrov 6 = (61,0s,...,0,),
r > 1. Nech pre kazdy parameter § € O existuji zac¢iatocné mo-
menty mg(0) = E(XF) pre k = 1,2, ..., r. Nech vyberové zadiatoéné

momenty st definované vztahom:

1 n
==Y XPF k=12,... 6.3
my, n ; i» Pre ) ( )
Odhady parametrov 01,05, ...,0, metédou momentov st defino-

vané ako rieSenia rovnic:

mi(8) = mj pre k=1,2,...7. (6.4)

V pripade, Ze prvych r rovnic nie je postacujucich na jednoznacné
urc¢enie odhadov, je mozné pridat dalSie rovnice, avsak iba ak exis-

tuju prislusné momenty my(6).
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Odhady ziskané touto metodou vo vSeobecnosti nemaji dobré
vlastnosti, preto sa ¢asto pouzivaji len ako pociatoc¢né aproximacie.
Navy$e v pripade, Ze potrebujeme odhadnit parametre rozdelenia,
ktoré nema kone¢né momenty, tito metédu nemozeme pouzit vobec.

6.2.3 Metoda kvantilov

V niektorych situdciach je numericky velmi zlozité pouzitie aj me-
tody maximalnej vierohodnosti aj met6dy momentov (ako napriklad
v pripade Weibullovho rozdelenia) a vtedy je vyhodné pouzit tretiu
metddu, metddu kvantilov.

Princip tejto metody je zaloZzeny na nahradeni kvantilov, resp.
percentilov prislusnymi charakteristikami z vyberového stuboru.

Definicia 6.3. Nech (X3, X», ... X,,) je ndhodny vyber z rozdelenia
s distribu¢nou funkciou F'(z,6) s nezndmym vektorom parametrov
0 € O. Odhady parametrov metddou kvantilov nijdeme rieSenim

rovnic:

k
F(qk):mprekzl,Z,...,r, (65)

kde g su kvantily ur¢ené vo vyberovom stibore a r je pocet pa-
rametrov, ktoré odhadujeme.

Ak teda potrebujeme odhadnut napriklad r» neznamych paramet-
rov, potrebujeme urcit r kvantilov z vyberového stiboru a na zaklade
nich potom riesit sustavu r rovnic. V praxi sa na odhad jedného pa-
rametra pouziva najcastejSie median, na odhad dvoch parametrov
dolny a horny kvartil (¢25, g75) a podobne.

Ako sme na zaciatku tejto cCasti uviedli, pre vSetky parametre
rozdeleni s tazkymi chvostami, ktoré sa pouzivaju na odhadovanie
vysky poistnych plneni v nezivotnom poisteni, je najlepsie pouzit
metodu maximélnej vierohodnosti a na eliminovanie pripadnych nu-
merickych problémov je vyhodné pouzit dostupny softvér. Preto aj
my pri analyze konkrétnych dat pouzijeme tuto metddu.

Samozrejme, je mozné pouzit aj iné metdédy odhadov, pripadne

ich kombinovat, ¢im moézeme ziskat eSte presnejsie vysledky. Napri-
klad metoda zalozend na Johnsonovom skoére je vhodna na odhado-
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vanie parametrov niektorych rozdeleni s tazkymi chvostami. Blizsie
je vysvetlena napriklad v [17], dalsia z metod je opisana v [7].

6.3 Testy na overenie rozdelenia

V poslednej faze je potrebné overit, ¢i zvolené rozdelenie s odhad-
nutymi parametrami dostato¢ne dobre popisuje nase data alebo ho
nemozeme povazovat za dobry model. Potrebujeme teda pouzit testy
urcené na testovanie zhody empirickych rozdeleni s teoretickymi roz-
deleniami. Medzi najznamejsie patri Pearsonov x2- test dobrej zhody
a Kolmogorovov - Smirnovov neparametricky test.

6.3.1 Pearsonov Y- test dobrej zhody

Tento test vo vSeobecnosti slizi na overenie zhody empirického roz-
delenie, ¢ize rozdelenia pocetnosti vyberovych udajov, s predpokla-
danym teoretickym rozdelenim pravdepodobnosti s hustotou f(x,8),
kde @ je vektor parametrov, ktoré su zvycajne odhadnuté z vybero-
vého stiboru. Je teda jasné, Ze tento test je velmi vhodny v naSej
situécii.

Definicia 6.4. Nech zy,25,...x, je postupnost realizicii ndhod-
ného vyberu zo zdkladného siboru. Ak ich roztriedime do k£ skupin
s prislusnymi empirickymi pocetnostami Oq, Os, ... Oy a teoretic-
kymi pocetnostami F;, potom testovacia $tatistika pre test nulovej
hypotézy Hy, ze ndhodn& premenna X ma rozdelenie s hustotou

f(z,0) ma tvar:

2 (0; — E)?
= , 6.6
X ; 7 (6.6)
pricom E; = np;, kde n je rozsah vyberového suboru a p; je

pravdepodobnost hodnoty x; diskrétnej ndhodnej premennej, resp.
pravdepodobnost intervalu hodnot = € (x;_1, ;) spojitej ndhodnej

premenne;.
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Pre teoretické pocetnosti F; pozadujeme, aby platilo E; > 5 pre
kazdé+ =1,2,..., k. V pripade, Ze niektora skupina tito podmienku
nesplina, zlic¢ime ju s druhou a upravime prislusnu pravdepodobnost.

Takto definovana testovacia Statistika ma za platnosti nulovej
hypotézy asymptoticky pre n — oo x? - rozdelenie s (k — 1 — p)
stupfiami volnosti, kde p je pocet odhadnutych parametrov testova-
ného teoretického rozdelenia.

Kriticka oblast (teda oblast zamietnutia nulovej hypotézy) pre
test nulovej hypotézy na hladine vyznamnosti o' s (k — 1 — p) stup-
flami volnosti je uréena nerovnostou x? > x%(k — 1 — p,a), kde
x2(k — 1 —p,a) je kvantil x? - rozdelenia.

Ako uz bolo spomenuté, takto definovana testovacia Statistika méa
len asympoticky x? - rozdelenie, teda je vhodné tento test pouzivat
len pri dostato¢ne velkom rozsahu vyberového suboru. V pripade,
ze tento predpoklad nie je splneny, mozeme pouzit nasledujici test.

6.3.2 Kolmogorovov - Smirnovov neparametricky test

Tento test je takisto testom dobrej zhody a je zalozeny na porovna-
vani hodnot empirickej a teoretickej distribuc¢nej funkcie. Na rozdiel
od predchadzajiceho testu, ktory pouzival triedené iidaje, tento test
pouziva udaje netriedené, ale usporiadané vzostupne podla velkosti.
Definicia 6.5. Nech z,2,...x, je postupnost realizicii ndhod-
ného vyberu zo zakladného stiboru so spojitym rozdelenim s distri-
buc¢nou funkciou F(z) a nech xq) < 22y < ... < 2y je ich usporia-
danie podl'a velkosti. Empirické distribu¢né funkcia pre usporiadany

nidhodny vyber méa tvar:

0 akz<xq)
Fo) =0 & akwp <o <apey,  k=1,2..,n-1
I ak x> xny

(6.7)

Testovacia Statistika pre test nulovej hypotézy Hy, ze ndhodna
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premennd X mé rozdelenie s distribu¢nou funkciou F'(x) mé tvar:

Dy = sup |F(2) — F(x)], (6.8)

teda testovacia Statistika je maximalnou absolitnou odchylkou
medzi empirickou a teoretickou distribu¢nou funkciou.

Ked7e podla predpokladu je distribu¢éna funkcia F'(x) spojité,
existuje rozdelenie Statistiky D,,, ktoré nezavisi od F(z). Ako kri-
tické hodnoty testu nulovej hypotézy sa pouzivaju kvantily tohto
rozdelenia a tieto hodnoty su tabelované. Ak rozsah vyberu je do-
stato¢ne velky (n > 100), mozeme vyuzit asymptotické rozdelenie
a kritické hodnoty nahradit pribliZznymi na zéklade vztahov:

1, 3581 1,6275
Dy, 0=0,05 = NG Dy, 0=001 = NG

(6.9)

Kritickd oblast (teda oblast zamietnutia nulovej hypotézy) pre
test nulovej hypotézy na hladine vyznamnosti « je ur¢ena nerovnos-
tou D,, > D, 4.

Ak nam rozsah vyberu umoziiuje pouzit ktorykoIvek z tychto
dvoch testov, Kolmogorovov - Smirnovov test mé vyssiu silu testu,
¢ize je vicsia pravdepodobnost zamietnutia nulovej hypotézy, ak
tato neplati. Preto my v praktickej Casti pouzijeme prave tento test
na overenie vysledkov.

Kolmogorovov - Smirnovov test je univerzalny test, ktory mozeme
pouzit pre vSetky rozdelenia. Ak by sme v8ak testovali zhodu len s
konkrétnym rozdelenim, je mozné pouzit aj iné, Specifickejsie testy.
Napriklad v pripade lognormélneho rozdelenia je znamy Shapirov -
Wilkov test, v pripade Paretovho rozdelenia je alternativou presny
test pomerom vierohodnosti (z anglického ezact likelihood ratio test)
uvedeny v [17]. Okrem toho kazdy softvér poskytuje iné moznosti
testovania, takZe je moZné sa v praxi stretnut aj s roznymi dalSimi
testami.
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Kapitola 7

Modelovanie vysky poistnych

plneni realnych dat

Teoretické poznatky popisané v predchadzajicich kapitolach spolu
s postupom uvedenym v Siestej kapitole st dostato¢nym zékladom
na to, aby sme mohli uskuto¢nit analyzu konkrétnych dat. T4 nam
poskytne nazornejsiu intepretaciu celého priebehu analyzy a takisto
aj vysledkov a zaverov, ktoré z nej vyplyvaju.

Ziskat skutocné informécie o vySke poistnych plneni jednej zo
slovenskych komercénych poistovni nebolo jednoduché a pre zachova-
nie obchodného tajomstva nebudeme uvadzat presny zdroj, mozeme
vSak zarucit, ze pouzité data si naozaj skutocné.

Oblast nezivotného poistenia je Siroka, ako je uvedené v Za-
kone o poistovnictve [20] spada sem poistenie trazu, poistenie cho-
roby, rozne typy poistenia $kod ¢i zodpovednosti za Skodu, poistenie
uveru, kaucie, roznych finan¢nych strat, poistenie pravnej ochrany
a dalSie. Je prirodzené ocakavat, Ze nie vo vSetkych tychto oblas-
tiach je rozdelenie vysky poistnych plneni charakteristické rovna-
kymi vlastnostami, a teda na modelovanie tychto plneni nie je vzdy
najvhodnejsie pouzit rozdelenia s fazkymi chvostami, ktorym sa v
tejto praci venujeme.

Portfolio, ktoré sme mali k dispozicii, zahfhalo oblast cestovného
poistenia a poistenia majetku, pricom poistné plnenia boli identifi-
kované typom produktu, resp. typom rizika, ktoré zodpovedalo pri-
slusnému plneniu. Na zabezpecenie dostato¢ného poc¢tu poistnych
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plneni sme pouzili obdobie od roku 2001 do roku 2007 v pripade
cestovného poistenia a do roku 2008 v pripade poistenia majetku.

Podrobne v tejto ¢asti uvedieme analyzu jedného produktu, kon-
krétne jedného typu poistenia domacnosti, dalsie vysledky inych
produktov a rizik uz len zhrnieme stru¢ne, kedze postup pri ich zis-

tovani bol podobny.

V nasledujtcej tabulke 7.1 s uvedené poistné plnenia poistenia
domacnosti v slovenskych korunéch, na ktorych uskuto¢nime ana-

lyzu.

850 867 890 900 1270 1275 1351 1356 1385 1390
1498 1503 1546 1551 1565 1570 1600 1635 1640 1671
1676 2022 2375 2675 2684 3175 3523 3531 4068 4168
4200 4456 4527 4532 5006 5065 5481 6045 6494 7003
7010 7245 7252 7477 7484 8737 8744 9197 9204 9708
12027 12034 16370 16370 16375 16377 16377 16382 17605 17610
25318 25323 38250 38524 39792 48588 51529 54327 62448

Tabul'ka 7.1: Vysky poistného plnenia

7.1 Prvotna vol'ba rozdelenia

V sulade s postupom z kapitoly Sest si potrebujeme najprv vytvorit
urcita predstavu o détach, na ¢o pouzijeme grafické znazornenie v
podobe histogramu. Zaroven sme do tohto grafu nakreslili krivky
hustoty jedného z rozdeleni s Tahkymi chvostami (gama rozdelenie)
a jedného z rozdeleni s tazkymi chvostami (log-gama rozdelenie),
aby sme zistili, ktora z tychto dvoch skupin sa zda vhodnejsia. Graf
je znézorneny na obrazku 7.1.

Mozeme teda vidiet, ze log-gama rozdelenie lepsie popisuje data,
a preto pouzijeme na modelovanie triedu rozdeleni s tazkymi chvos-
tami, konkrétne spominané log-gama rozdelenie, obe verzie Pare-
tovho rozdelenia, Weibullovo rozdelenie a lognorméalne rozdelenie.
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Obr. 7.1: Histogram s krivkou hustoty gama a log-gama rozdelenia

7.2 Odhad parametrov

Nasledujuci krok pozostava z odhadnutia parametrov jednotlivych
rozdeleni. Ako sme pri charakterizovani znamych metod uviedli,
najpresnejSie odhady poskytuje metdéda maximalnej vierohodnosti,
avSak v pripade niektorych rozdeleni je potrebné pouzit itera¢né
metody na ziskanie vysledku. V takom pripade sme ako pociatocny
odhad pouzili odhad ziskany met6édou momentov. Odhady paramet-
rov st uvedené v nasledovnej tabulke 7.2.

Kedze pri odhadovani parametrov je ¢asto vel'mi naro¢né vyjadrit
explicitné rieSenie, je potrebné pouzit nejaky softvér, a preto zvolenie
metody na odhadovanie moze byt podmienené moznostami daného
softvéru. My sme pouzili tatisticky program R [6] a program na
odhadovanie EasyFitXL [10].

7.3 Testy rozdeleni

Zaveretnym krokom je otestovanie zhody teoretickych rozdeleni s
empirickym, na ¢o pouzijeme vo vSetkych pripadoch Kolmogorovov

45



Rozdelenie Odhady parametrov
log-gama 4=51,967 ; 3=6,0639
lognormalne 6=1,1802 ; 41=8,5701
eurépske Paretovo a=0,548 ; 3:850
americké Paretovo | &=2,6367 ; ﬁ:18152
Weibullovo k=0,96238 ; \=9042,3

Tabul'ka 7.2: Odhady parametrov

- Smirnovov test, kedZe tento test ma vicsiu silu ako Pearsonov
x2- test dobrej zhody a navyse rozsah nasho vyberu nie je natolko
velky, aby testovacia Statistika pri Pearsonovom y?- teste dobrej
zhody mala x? - rozdelenie.

Vysledky pre hladinu vyznamnosti o = 0,05 st zhrnuté v ta-
bulke 7.3.

Rozdelenie Hodnota testovacej statistiky | Kritickd hodnota
log-gama, 0,13676 0,16088
lognormalne 0,13856 0,16088
eur6pske Paretovo 0,17019 0,16088
americké Paretovo 0,11367 0,16088
Weibullovo 0,12514 0,16088

Tabulka 7.3: Kolmogorovov - Smirnovov test

Ako je v teoretickej ¢asti uvedené, pri tomto teste je oblastou za-
mietnutia nulovej hypotézy, 7e data pochadzaja z testovaného roz-
delenia oblast, kde hodnota testovacej Statistiky prevySuje kriticka
hodnotu.

Na zaklade vysledkov uvedenych v tabulke 7.3 vidime, Ze okrem
eurOpskeho Paretovho rozdelenia ziadne iné rozdelenie tuto pod-
mienku nesplia, teda pri tychto rozdeleniach nulovii hypotézu ne-
zamietame. Najvacsi rozdiel medzi hodnotou testovacej Statistiky a
kritickou hodnotou testu je v pripade amerického Paretovho rozde-
lenia.
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7.4 Interpretacia vysledkov

Na zaklade vysledkov mozeme skonStatovat, ze spomedzi testova-
nych rozdeleni s tazkymi chvostami americké Paretovo rozdelenie je
najvhodnejsie na modelovanie nagich dat, aj ked aj dalsie rozdelenie
tieto poistné plnenie popisuju celkom dobre. Na zaver eSte pripajame
dva obrazky - histogram dat spolu s krivkami hustot vSetkych testo-
vanych rozdeleni (obrazok 7.2) a histogram dat spolu s krivkou najv-
hodnejsieho, teda amerického Paretovho rozdelenia (obrazok 7.3).

Individualne poistné plnenia

Pravdepodobnosti

. % —_— e

10000 20000 30000 40000 50000 60000
Vysky poistného plnenia

/e

[JHistogram —Log-Gamma—Lognormal —Pareto —Pareto 2
—Weibull

Obr. 7.2: Histogram s krivkami hustot rozdeleni s fazkymi chvostami

Dalsiu analyzu konkrétnych dat je mozné najst v [11], kde je pou-
zity systém postupného testovania rozdeleni, teda neuvazujeme cela
triedu rozdeleni, ale len jedno konkrétne a v pripade, ze sa neukaze
ako dostato¢ne vhodné, zvolime dalsie a postup opakujeme.

V ramci tejto prace sme sa nevenovali len produktu poistenia do-
macnosti, ale analyzovali sme vSetky poistné plnenia, ktoré sme mali
k dispozicii. PresnejSie to znamenalo v oblasti cestovného poistenia
viac ako 63 000 poistnych plneni rozdelenych do 28 skupin podla
rizika a takmer 12 000 poistnych plneni v oblasti poistenia majetku
rozdelenych do 26 skupin podla produktu, resp. do 23 skupin podla
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Obr. 7.3: Histogram s krivkou hustoty amerického Paretovho rozdelenia
rizika.

KedZe postup hladania najvhodnejsieho modelu bol podobny ako
v pripade poistenia domécnosti, uz ho blizsie popisovat nebudeme
a kedZze rozsah jednotlivych vysSok poistnych plneni je velmi velky,
nebudeme ich pre dalSie produkty a rizika uvadzat.

Pri tejto komplexnej analyze produktov a rizik cestovného po-
istenia a poistenia majetku sa ako vhodné typy rozdelenia ukazali
rozdelenia s tazkymi chvostami v nasledovnych pripadoch:

Poistenie majetku

e poistenie zariadeni a zasob,

poistenie elektroniky (rozne typy),

poistenie motorovych vozidiel pre ob¢anov,

poistenie motorovych vozidiel kratkodobo v zahranici,

poistenie strojov,

stavebno - montazne poistenie,
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e poistenie rodinnych domov a bytov (rézne typy),
e poistenie bytovych domov,

e poistenie domécnosti (rozne typy).

Cestovné poistenie

e poistenie trvalych nésledkov trazu,

poistenie liecebnych nakladov na Slovensku,

e poistenie nedodania batoziny leteckou spolo¢nostou,

poistenie storna zéjazdu,

poistenie zodpovednosti za Skodu,

poistenie storna objednanej sluzby,

poistenie batoziny.

Mozeme teda vidiet, Ze trieda rozdeleni s fazkymi chvostami sa
v poistnej sfére velmi ¢asto a v roznych konkrétnych situaciach da
pouzit na modelovanie dat. V priebehu analyzy vysledky ukazali, ze
v uvedenych pripadoch bola tato trieda rozdeleni ovela presnejsia
ako napriklad trieda rozdeleni s lahkymi chvostami.
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali vyskytu poistnych plneni z pohladu
poctu poistnych plneni a hlavne z pohlTadu vysky poistnych plneni.
Uviedli sme definicie i zakladné vlastnosti rozdeleni, ktoré sa v si-
¢asnosti najCastejSie pouzivaju v oboch pripadoch a dalej sme sa
blizsie zamerali na rozdelenia s tazkymi chvostami, ktoré sa ukazuju
ako najvhodnejSie pre rozdelenia vysky poistnych plneni, kedze v
ich podstate je zahrnuta aj pravdepodobnost extrémmne vysokych
hodnot.

Samostatna c¢ast bola venovand tvodu do teérie ruinovania, kde
sme zosumarizovali zdkladné pojmy a nasledne sa venovali aplikacii
pre konkrétny nahodny proces, a to zlozeny Poissonov proces. Ked'ze
aj v tomto pripade rozhodujicu tlohu zohrava rozdelenie vysky po-
istnych plneni, uviedli sme vSeobecny postup, ako je mozné aproxi-
movat pravdepodobnost zruinovania. Opisali sme tiez metodu Lap-
laceovej transformacie, ktora je ¢asto vhodné na rieSenie integralno
- diferencidlneho problému, ktory pri aproximécii vzniki. Tento po-
stup bol aplikovany pre Paretovo rozdelenie a boli uvedené vysledky
pre konkrétne hodnoty parametrov.

Siesta kapitola poskytuje vSeobecny postup modelovania pravde-
podobnostnymi rozdeleniami s uvedenim zakladnych metéd odha-
dovania parametrov a dvoch testov pouzivanych pri overovani zhody
teoretického rozdelenia s empirickym.

Posledné kapitola vyuziva obsah vsetkych predchadzajicich a ob-
sahuje aplikaciu na konkrétne poistné plnenia. Detailne je uvedeny
pripad poistenia doméacnosti, v ktorom sa ako najvhodnejSie uka-
zalo americké Paretovo rozdelenie, avSak dobré boli takisto dalsie
z rozdeleni s tazkymi chvostami. Okrem toho sme stru¢ne zhrnuli
vysledky pri testovani inych produktov a rizik cestovného poiste-
nia a poistenia majetku, kde sa tato trieda rozdeleni ukéazala ako
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najvhodnejsia v rozlicnych pripadoch. Pri analyze sme sa opierali o
teoretické poznatky a vyuzili sme tiez moznosti dostupného softvéru,
konkrétne Statistického programu R a modelovacieho programu Ea-
syFitXL.

Mozeme teda skonStatovat, Ze ciel prace bol splneny, ¢itatel by
na zéklade tejto prace mal zvladnut modelovanie poistnych plneni a
vhodne pouzit triedu rozdeleni s tazkymi chvostami. T4 ma samoz-
rejme vyuzitie nielen v oblasti nezivotného poistenia, ale aj v inych
sférach, napriklad pri dochodkovych a penzijnych fondoch. Zaroven
bolo snahou autora poskytnit aj alternativne zdroje, kde je mozné
najst dalsie informécie a tie su vzdy uvedené priamo v texte.
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