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Anotacia:

Praca sa zaobera neparametrickymi Statistickymi metdédami na testovanie hypotéz
a vypoCet neparametrickych korelaénych koeficientov. Jednym z cielfov prace je
vysvetlit rozdiel medzi parametrickymi a neparametrickymi Statistickymi metédami a
popisat’ vybrané neparametrické metddy. Déraz je kladeny na pocitaCovu realizaciu
tychto metdd v systéme Mathematica a ich aplikaciu na prikladoch vstupnych dat
z ekonomickej oblasti.

Annotation:

The aim of this work is to explain the difference between parametric and
nonparametric statistical methods and to describe some nonparametric statistical
methods, including their use for testing of hypotheses and calculating of
(nonparametric) coefficients of correlation. The emphasis is put on creation of
computational procedures for realizations of nonparametric statistical methods (using
the system Mathematica) and their applications to various economic input data.



Uvod

Témou prace su neparametrické Statistické metdody aich aplikacie
v ekonomickej oblasti. Hlavhym ciefom prace je pre tieto metddy vytvorit' procedury
v systéme Mathematica. Nadvazujem na minuloro¢nu pracu Pavla Hlavatého, ktoru
dopifiam o nové neparametrické Statistické metody.

Teoreticka Cast bola Cerpana z knih uvedenych v Casti Pouzita literatura a
prakticka ¢ast’ sa nachadza v prilohach vo forme zdrojovych kddov.

Kazda metdéda je najskér struCne popisana (postup vypoctu, testovacia
Statistika, oblast zamietnutia) a neskdr vysvetlend na konkrétnom priklade
z ekonomickej oblasti, ktory je potom tiez vypocCitany pomocou naprogramovanej
procedury v systéme Mathematica.

Na zacCiatku si vysvetlime rozdiely medzi parametrickymi a neparametrickymi
metddami, povieme si, podla akych kritérii zvolit test. Zoznamime sa so zakladnym
principom neparametrickych metéd a uvedieme ich vyhody a nevyhody. Dalej si
postupne prejdeme vybrané testy. ZaCneme jednovyberovym znamienkovym testom,
ktory testuje hypotézu o predpokladanom mediane rozdelenia nahodného vyberu.
Pri  dvojvyberovych testoch spomenieme Kolmogorov-Smirnovov test a Wald-
Wolfowitzov test. Zameriame sa aj na neparametrickli analyzu rozptylu pre zavislé
vybery (Friedmanov test) a nezavislé vybery (Kruskall-Walisov test), ktora testuje
hypotézu rovnosti distribuénych funkcii. Zavislost' (korelaciu) medzi usporiadanymi
parmi overime pomocou Spearmanovho a Kendallovho testu.

Parametrické versus neparametrické statistické metody

V tejto Casti porovhame parametrické a neparametrické metddy, vysvetlime
rozdiel medzi nimi a podlfa akého kritéria vybrat jednotlivi metddu. Nakoniec
uvedieme vyhody a nevyhody neparametrickych metéd.

a) Parametrické Statistické metody narabaju s parametrami zakladnych
suborov, priom vychadzaju zo Specifickych predpokladov o rozdeleniach
pravdepodobnosti zakladnych suborov a vyberovych Statistik. Pri ich pouziti sa
obyc€ajne predpoklada, zZe rozdelenie zakladného suboru je normalne (Gaussovo).
Prikladom parametrickej metddy je Fisherova analyza rozptylu (ANOVA). V pripade
porusenia normality mozno skusit transformaciu (najCastejSie sa pouziva
logaritmovanie) alebo pouzZit neparametrické metddy, ktoré nepredpokladaju
konkrétne rozdelenie premennej. Désledkom centralnej limitnej vety je, ze
parametrické metddy mozno pouzit bez ohfadu na rozdelenie premennegj
v zakladnom subore, ak su vzorky dostatoCne velké (n > 50). Velky pozor si vSak
vzdy treba dat na extrémne hodnoty premennych, ktoré casto spdsobuju
nespravnost’ vysledkov. Vyradenie jediného extrémneho pozorovania mdze uplne
zmenit vysledok parametrického testu.

b) Neparametrické metdédy sa nespoliehajt na odhad parametrov
charakterizujucich rozdelenie premennej v zakladnom subore. Preto sa tieto metddy
niekedy (a spravnejSie) oznaCuju ako metddy s vofnymi rozdeleniami.
Neparametrické metddy pracuju s poCetnostami (napr. Chi-kvadrat test nezavislosti)
alebo s poradovymi Cislami, ktoré boli pridelené pévodnym udajom (napr. Kruskal-
Wallisov test).



Pre€o sa jednoducho vzdy nepouZiju priamo neparametrické metddy? Pri pouziti
malych vzoriek zo zakladnych suborov s normalnym rozdelenim vykazuju
neparametrické metddy v porovnani s parametrickymi menSiu silu testu. Na druhej
strane v pripade velkych vzoriek aj pri zjavhom poruseni normality mozno pokojne
pouzit parametrické metody, ktoré sa pocitaju lahSie ako neparametricke.

Kedy a aky test pouzit’

Parametrické testy je vhodné pouzit, ak su splnené predpoklady:
e normality rozlozenia zakladného suboru,

e homogenity rozptylu,
e rovnosti intervalov (meranie na intervalovej a pomerovej skale).

Neparametrické testy pouzivame:

e v situaciach, ked su k dispozicii iba klasifikacné alebo poradové data,

e ak su porusené zakladné predpoklady parametrickych testov (parametricky
test straca na vypovedacej schopnosti a je rozumné zmenit data do formatu
kompatibilného pre analyzu s vhodnym neparametrickym testom),

e ak nevieme overit, ze vysledky merani su normalne rozdelené.

Vo v8eobecnosti su parametrické testy robustnejsie (silnejSie). Robustnostou
alebo silou statistického testu rozumieme pravdepodobnost, s ktorou bude nulova
hypotéza zamietnuta, ak je skutoCne nespravna. Ak v8ak vznikne podozrenie, Ze sa
rozdelenia v niektorom smere rozchadzaju s pozadovanymi predpokladmi, platnost
alebo preukazatelnost zaverov, ku ktorym sme sa dopracovali pomocou
parametrickych testov sa znizuje alebo vytraca a mali by sme dat prednost
neparametrickym testom.

Neparametrické testy sa daju pouzit' aj pre udaje z intervalovej a pomerovej
Skaly, ak ich prevedieme na poradové data zavedenim vhodnej kategorizacie alebo
vhodného usporiadania. Pri tomto prevedeni méze vSak dojst  k citefnému
informacnému ubytku.

Zakladny princip neparametrickych testov

Test je =zalozeny na poradiach, to znamena, Ze mdézeme pracovat
s poradovymi alebo kvantitativnymi premennymi. Kvantitativnhe data prevedieme na
poradia tak, Ze najmensie Cislo dostane poradie 1, druhé najmensie dostane poradie
2,... a najvacsie dostane poradie n, kde n zodpoveda velkosti suboru. Ak pracujeme
s poradovymi datami, obCas sa objavi problém s rovnakymi hodnotami. Napr. ako by
mali byt zoradené merania 2 5 7 7 10. Obyc€ajne sa odporu¢a pouzit metddu
priemerného poradia. Tato metdda priradi rovnaké poradie kazdému rovnakému
meraniu, toto poradie je jednoducho priemer z poradi, ktoré obsadzuju rovnaké
merania.

Prvok 2 7 7 10

5
i 3+4 3+4
Poradie 1 2 i ~35 i ~35 5




Vyhody a nevyhody neparametrickych testov

Vyhody neparametrickych testov:
- nie su zavislé od tvaru rozdelenia zakladného suboru,
- nevyzaduju vypocet parametrov distribu¢nej funkcie,
- nevyZaduju typ jednovrcholového rozdelenia,
- su nenaro¢né na informacie (jednoduché vypodty testovacich charakteristik),
- su pouzitelné aj pre malé rozsahy vyberov.

Nevyhody neparametrickych testov
- menSia sila testu v porovnani s parametrickymi testami (kompenzuje sa
vacsim poctom merani),
- v pripade kvantitativnych znakov nevyuzivaju celu informaciu o udajoch, ale
len poradie udajov.

Znamienkovy test

Znamienkovy test je jeden z najjednoduchsSich neparametrickych testov. Je
Specialne vytvoreny na testovanie hypotézy s medianom akéhokolvek vyberu.
Median je mierou stredu alebo umiestnenia rozdelenia, preto sa niekedy oznacuje
ako test urCenia polohy — medianovy test. V porovnani s inymi neparametrickymi
testami ma malu silu. Pre ¢o najlepsi vysledok je treba velky poCet merani.

Nech X; , ... , X, je nahodny vyber zo spojitého rozdelenia. Oznacme M
median tohto rozdelenia. Pravdepodobnost, Zze vybrana hodnota X; z vyberu je
vacsia alebo mensia ako M je 0.5, tj. P(X; > M) = P(X; < M) = 0.5. Testujeme
hypotézu, ze sa median rovna zvolenému Cislu Hy,: M = X, oproti alternativnej
hypotéze, Ze sa mu nerovna H;: M # X, (pre obojstranny test), pre jednostranny test
Hi: M > X, (alebo H: M < X,), kde X, je zvolené Cislo. Znamienkovy test pouZziva
testovaciu Statistiku S, kde Sje pocet merani, ktoré presiahnu hodnotu X,.
Vytvorime najskér rozdiely X; — X,, ... ,X,, — X, , a poCet kladny rozdielov oznadime
symbolom S. Ak su rozdiely nulové, tak ich vynechame a pocCet merani znizime
o pocet nulovych rozdielov. Pre n < 30 H, nezamietame, ak k; < S < k, (na danej
hladine vyznamnosti a pre tabulkové kritické hodnoty k4, k,). Pre n > 30 Statistiku S
aproximujeme testovacou $tatistikou z s normalnym rozdelenim N(0,1) podla vzorca:

2S5 —n
z N N(0,1)
Pre jednostranny test zamietame H, na hladine vyznamnosti a, ak z > u;_,
(aleboz <u,) a pre obojstranny test, ak |z| >u;_y/,, kde u;_q/p,U1_o, Uy SU
prislusné kvantily normalneho rozdelenia.

Priklad:
V tabulke su uvedené priemerné platy a déchodky niektorych krajin europskej unie
(v€).



Luxembursko |Plat: 3 880,- Taliansko Plat: 2 346,-
Déchodok : 3426,- Doéchodok : 1 593, -
Holandsko Plat: 3222,- Cyprus Plat: 1775,-
Déchodok : 2 693,- Doéchodok : 853,-
Nemecko Plat: 2 951,- Grécko Plat: 1710,-
Déchodok : 1177 ,- Déchodok: 1636,-
Francuzsko Plat: 2 935,- Spanielsko Plat: 1617,-
Dochodok : 1502,- Dochodok 1318,-
Finsko Plat: 2 873,- Slovinsko Plat: 1381,-
Doéchodok : 2 666,- Doéchodok : 341,-
Rakusko Plat: 2 801,- Malta Plat: 1344,-
Déchodok : 1288,- Dochodok 416,-
Belgicko Plat: 2799,- Portugalsko Plat: 1253,-
Déchodok : 2 099,- Déchodok: 451,-
irsko Plat: 2412,- Slovensko Plat: 678,-
Doéchodok: 783,- D6chodok: 311,-

(Zdroj dat www.ksskvke.sk)

Na hladine vyznamnosti @ = 0.05 testujte hypotézu, Ze median priemernych platov je
vacsi ako priemerny plat Slovenska.

RieSenie:

Testujeme Hy: M <678 oproti H;: M >678. Pocet kladnych rozdielov zistime tak, Ze
od kazdej hodnoty odCitame priemerny plat Slovenska.

PP PP- | Rozdiely
678

3880 3202 +
3222 2544 +
2951 2273 +
2935 2257 +
2873 2195 +
2801 2123 +
2799 2121 +
2412 1734 +
2346 1668 +
1775 1097 +
1710 1032 +
1617 939 +
1381 703 +
1344 666 +
1253 575 +
678 0 0
Pocet kladnych 15
rozdielov(Sk)

Pocet kladnych rozdielov: 15
Vypocitame median vyberu: 2379
Podla vzorca vypocitame testovaciu Statistiku:
_215-16 3z
V16 ’
PretoZze ide o jednostranny test, porovname hodnotu
testovacej $tatistiky z s kvantilom u,_, normalneho rozdele-

nia N(0,1) pre « = 0,05: 3,5 >1.65.

Vypocitana testovacia Statistika je vacsia ako kvantil N(0,1)
¢o znamena, ze zamietame H, na hladine vyznamnosti
a = 0,05. Priemerny plat Slovenska je menSi ako median
daného vyberu.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

ZnamienkovyTest [data, o, Xg]

data - d&ta suUboru (zaddva sa ako list)
o — hladina vyznamnosti

Xg — testovand hodnota


http://www.ksskvke.sk/

Vystup procedury na pocitanom priklade:

Hedian je : 2379
Obojstranny test |Jedn|:|stra.tmy test

Hladina wyeznamnosti 0.05
b wvalue 0.000465258 0.000232629
Vyhodnotenie na zaklade p walue Farndetarn Hy Farnietarn Hy

Vypocitana statistika = 3.5

Frantil N(0O,1) 1.95995 1.54485

Vyhodnotenie na zaklade Evantilu Farnietarn Hy Farnietarn Hy

Dvojvyberové poradové testy

Su neparametrickou obdobou parametrického dvojvyberového t-testu. Ich
podstatou je, ze mame k dispozicii dva nezavislé vybery s distribu¢nymi funkciami.
K Statistickému overeniu rozdielov medzi dvoma nezavislymi vybermi pouzivame
najCastejSie Wald-Wolfowitzov test iteracii a Kolmogorov-Smirnovov test.

Pre obidva testy pouZijeme rovnaky priklad.

Priklad:

V tabulke su (v %) uvedené dovody, preco ludia nechcu mat internet v domacnosti.
Na hladine vyznamnosti a = 0,05 testujeme hypotézu, Ze vybery pochadzaju
z rovnakého rozdelenia.

Maju Nepotre
pristup [ Nechcu buju

Stat inde | internet | internet

1. dovod | 2. dovod | 3. dévod
Ceska republika 16 5 37
Dansko 6 1 57
Nemecko 32 7 51
Esténsko 31 46 48
irsko 15 15 28
Grécko 12 20 45
Spanielsko 14 20 56
Francuzsko 20 33 45
Cyprus 14 17 52
LotySsko 33 23 49
Litva 8 1 69
Luxembursko 9 17 53
Madarsko 26 25 49
Malta 3 15 33
Holandsko 12 27 40
Rakusko 20 19 49
Polsko 8 5 45
Portugalsko 8 45 72
Rumunsko 9 11 25
Slovinsko 13 15 61
Slovensko 24 6 40
Svédsko 29 42 42
Anglicko 13 21 30

(Data-zdroj Eurostat)



Pomocou Wald-Wolfowitzovho testu a Kolmogorovho-Smirnovovho testu overte, Ci
vybery pochadzaju zrovnakého rozdelenia. Kedze tento priklad pouZijeme aj
neskor, vybrali sme tri dévody, pricom najskor otestujeme 1. vs. 2. dévod a potom 1.
vs 3. dévod.

Kolmogorov — Smirnovov test

Je navrhnuty na testovanie nulovej hypotézy H,: F(x) = G(x) pre vSetky x € R
oproti alternativnej hypotéze H;: F(x) # G(x) aspon pre jedno x. F a G su distribu¢né
funkcie dvoch nezavislych vyberov.

Nech X = (X4, ..., X)), Y = (Y4, ..., Y,,) su dva nezdavislé nahodné vybery rozne;j
velkosti m a n. Spojime ich do jedného vyberu Z dizky n + m. Pre reélne &islo x

- , A 1 pre Zi<x . Ny
definujme nahodné veliginy &;(x)= ,i =1,...,m + n. Oznadme ako
0 pre Z;=x
F(x) empiricku distribuént funkciu 1. vyberu a G(x) empiricku distribuénd funkciu 2.
m+n

m
vyberu. Potom F(x) = %Z&i(x) a Gx) = 1 >&i(x). Testovaciu Statistiku D
i-1

NiZm+1
ziskame podla vztahu D = max If(x)—é(xj.
—00< X<00

Nulovu hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti a, ak D > D,, ,, kde D,, ,,
je tabulkova kriticka hodnota.
V pripade vacsich vyberov m,n aproximujeme D,, , Cislom D*

m+n _ 2
D* = In—

2Zmn a
H, zamietame, ak D > D*.
RieSenie:
1.vs. 2. doévod

Fx) | Gx) | Fx) -Gk D = 0.261

1 0 2/23 | -2/23
3 1/23 | 2/23 | -1/23 J 23 + 23 2
5 1/23 | 4/23 | -3/23 * = In = 0.400
5 (123 | 4/23 | -3/23 2x23x23 0,05
6 |2/23 |5/23 |-3/23
6 |2/23 |5/23 |-3/23
7 |2/23 |6/23 |-4/23
8 |5/23 |6/23 |-1/23
8 |5/23 |6/23 |-1/23
8 |5/23 |6/23 |-1/23
9 |7/23 |6/23 |1/23
... pokracujeme po koniec

0,261 < 0,400 => nezamietam H, na hladine vyznamnosti a = 0,05 (obidva vybery
su z rovnakého rozdelenia)



1. vs. 3. dbvod

Flx) | Gx) | F(x) —G(x) D = 0.826
3 123 |0 1/23
6 2/23 0 2/23
8 1523 |0 523 T B T
8 523 |0 5/23 2%23%23 0,05
8 5/23 0 5/23
9 723 |0 7/23
9 7/23 0 7/23
12 19/23 |0 9/23
12 | 9/23 0 9/23
13 {11/23 | 0 11/23
13 {11/23 | 0 11/23
... pokracujeme po koniec

0,826 > 0,400 => zamietam H, na hladine vyznamnosti « = 0,05 (vybery nie su
z rovnakého rozdelenia)

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

KolmogorovSmirnovTest [datal,data2, a]

datal - dé&ta prvého suboru (zadadva sa ako list)
data?2 - data druhého suboru (zadava sa ako list)
a - hladina vyznamnosti

Vystup procedury na pocitanom priklade:

1. vs. 2. Dévod
nl : 23
nZ : 23

Priemer 1 : 1l6&.3043
Priemer 2 : 18.9565%

Obojstranny test

Hladina wyznamnosti o 0.05
Vypocitane D 0. 26037
Friticka hodnota D* 0.400452

YWyhodnotenie na zaklade EH

1. vs. 3. doévod
nl = 23
n: @ 23

Priemer 1 : 1l6.3043
Priemer 2 : 46.73:26



Obojstranny test
Hladina wysnamhosti o 0.0%
Vypocitane D 0.52e037
Eriticka hodnota D* 0.400452
Vyhodnotenie na zaklade EH Farnietarn Hy

Wald — Wolfowitzov test

Je test nepretrzitych iteracii (opakovani ). Overujeme nim nulovu hypotézu H,,
Ze obidva vybery pochadzaju z rovnakého rozdelenia, proti alternativnej hypotéze
H,, Ze sa v niektorom aspekte rozchadzaju, ako napr. median, variabilita alebo tvar
rozloZenia.

Pri aplikacii testu na data z dvoch nezavislych vyberov X = (X3, ..., X;,), Y =
(Y3, ..., Y,) roznej velkosti m an vSetkych m + n hodndt najprv usporiadame do
neklesajucej postupnosti podla veflkosti. Identitu kazdého prvku uréime tym, Zze ho
oznaCime znaCkou skupiny (X alebo Y), do ktorej patri. Potom sledujeme poradie
znakov X a 'Y, spocitame ich a dostaneme pocet iteracii r (t.j. poCet postupnosti po
sebe nasledujucich hodnot patriacich do toho istého vyberu).

Pre vybery malych rozsahov (m,n < 20) H, zamietame, ak r < r,(m,n),
pricom 1, (m, n) je tabulkova kriticka hodnota.

Ak ide o velké vybery, potom je rozdelenie r (za platnosti H,) aproximované
normalnym rozlozenim s priemerom Mr a Standardnou odchylkou Sr:

2
Mr = mn+1 s \/Zmn(Zmn—m—n)
r =

mtn (m+n)2m+n-1)

Testovaciu statistiku vypocCitame podla vzorca:

GRS oo

\/2mn(2mn—m—n)

m+n)?2(m+n-1)

H, zamietame na hladine vyznamnosti a, ak |z| 2 uy_ay,, kde u;_a/, je kvantil
normalneho rozdelenia N(0,1)

RieSenie:
Hodnoty oboch vyberov usporiadame vzostupne a priradime im skupinu 1 alebo 2
(resp. 1 alebo 3). V krutenych zatvorkach su uvedené iteracie.

1.vs. 2. dovod

{2,2},{1}.{2,2},{1},{2,2},{1,1,1,1,1},{2},{1,1,1,1,1,1,1},{2,2,2},{1},{2,2,2},{1,1},{2,2,2,2} {
13.{2},{1}.{2},{1,1,1,1},{2,2,2,2}

PocCet iteracii je 19 =>r =19



|19_(2*23*23

- 175 t1)|-0s _ 1342

2%23%23(2%23%23—23—123)
(23 + 23)?2(23+ 23-1)
KedZze plati 1,342 < 1,96 = Up_a, nezamietam H, na hladine vyznamnosti a = 0,05,
t.j. obidva vybery pochadzaju z rovnakého rozdelenia.

1. vs. 3. dbvod

1,1,1,1,1,1,1,1,1,4,1,1,1,1,1,1,1,1,{35{11,{3,,{1},{3},{1,1,11.{3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,
3,3,3,3,3,3,3}

Pocet iteracii je 8 =>r =8

8- Cozzs 1) -0

\/2*23*23(2*23*23—23—23)

Z =

= 4.622

(23 + 23)2(23 + 23— 1)

Kedze plati 4,622 > 1,96 = Up_ay, zamietam H, na hladine vyznamnosti a = 0,05, t.j.
nahodné vybery nie su z rovnakého rozdelenia.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

WaldWolfowitzovTest [datal,data?, a]

datal - data prvého suboru (zadéva sa ako list)
data?2 - data druhého suboru (zadava sa ako list)
a - hladina vyznamnosti

Vystup procedury na pocitanom priklade:

1.vs. 2. dovod

nl : 23
nZ : 23
Friemer 1 : 16.3043
Priemer Z : 15.9565

Pocet iteracii : 149
Obojstranny test
Hladina wyznamnosti o 0.05
p walue 0.179805
Vyhodhnotenhie na zaklade p walue
Vypocitana 2 statistika 1.34197
Ewantil N(0,1) 1.9539396

Vyhodnotenie ha zaklade kvantilu




1. vs. 3. dbvod

nl : Z3
ne @ Z3
Friemer 1 : 1la.3043
Friemer Z : 46.75320

Pocet iteracii : g
Obojstranny test
Hladina wyznamnosti o 0.05
p walue 3.7942 « 107"
Wyhodnotenie na zaklade p walue Sarietarn Hy
Vypocitana £ statistika 4, 62235
Kvantil N(0,1] 1.95995
Vyhodnotenie na gaklade kvantilu Farnietarn Hy

Neparametricka analyza rozptylu

Vyhodou poradovej analyzy rozptylu je predovSetkym to, Ze nemusime
skumat’ normalitu rozdelenia, ¢o je potrebné brat do uvahy pri jej parametricke;j
obdobe. PretoZe neparametricky variant tejto Statistiky vychadza z poradovych
hodnét, je aplikovatelny na omnoho SirSi okruh vyskumnych problémov.

Kruskal — Walisova analyza rozptylu pre k nezavislych vyberov

Predpokladom pre pouzitie testu je, aby vSetky pozorovania boli na sebe
nezavislé, aby uvazovana premenna bola merana na ordinalnej Skale, a aby
vSetkych k vyberovych distribu¢nych funkcii malo priblizne rovnaky tvar.

Majme k nezavislych nahodnych vyberov n,,...,n; ,kde n; je velkost i-teho
vyberu, ktory pochadza zrozdelenia so spojitou distribuénou funkciou F;(x),i =
1,..,k. Oznaéme N = Y¥ . n;. Testujeme hypotézu, e vSetky vybery pochadzaju
z rovnakého rozdelenia, popripade z rozdeleni s identickymi distribu¢nymi funkciami:
Hy: Fi(x) = F,(x) = --- = F,(x) oproti alternativnej hypotéze, Ze nie vSetky
distribu¢né funkcie sa rovnaju H;: neplati H,. VSetky namerané hodnoty zoradime do
jednej vzostupnej postupnosti a kazdej hodnote priradime poradie, ktoré jej prislicha
v celkovom usporiadani. Pre kazdy vyber spocCitame poradové hodnoty vSetkych
jeho Clenov a ich sucet v i-tom vybere oznaCime R;. Za predpokladu platnosti H, by
sa priemery poradi jednotlivych vyberov R =R;/n; nemali vyrazne odliSovat
a pozorované odchylky by mali vyjadrovat nahodné kolisanie. Na zistenie platnosti
H, pouzijeme testovaciu $tatistiku H podla vzorca:

H= 12 Zk:R"Z 3(N+1
_N(N+1),1ni ( )
1=

ktora ma priblizne y? rozdelenie s (k — 1) stupfiami volnosti, ak v Ziadnom vybere
nie je pocCet pozorovani mensi ako 5. H, zamietame na hladine vyznamnosti «
v pripade, ze H > y?_,(k — 1), kde x2_,(k — 1) je kritickd hodnota y? rozdelenia s
(k — 1) stupnami volnosti.



Ak je rovnakych hodnét v postupnosti znacny pocet, priradime im priemerné
poradie a H Statistika musi byt upravena korekciou, ktoru urobime tak, ze vyraz H

vydelime korekénym indexom:
H

H, . =
=L (5 - )/ wE - N
s — pocCet hodnbt, ktoré sa opakuju
tj — kol'kokrat sa opakuje j — ta hodnota v usporiadanej postupnosti
Korekcia zvySuje hodnotu H. Pokial nie je rovnakych pozorovani priliS mnoho a nie
su prili$ rozsiahle je ucinok korekcie nepatrny.

Priklad:
V tabulke su (v %) uvedené dévody, preco ludia nechcu mat internet v domacnosti.
Testujeme hypotézu, ze vSetky vybery pochadzaju z rovnakého rozdelenia.

Maju Nepotre Vybaveni Pripojeni Malo
pristup Nechcu buju eje eje skusenos

Stat inde internet internet drahé drahé ti

Data R Data R Data R Data R Data R Data R
Ceskarepublik{ 16 47,5 5 7,0 37 102,0 35 99,0 27 78,5 32 89,5
Dansko 6 9,5 1 1,5 57 132,0 5 7,0 9 21,5 10 24,5
Nemecko 32 89,5 7 13,0 51 126,0 34 96,0 32 89,5 31 86,5
Estonsko 31 86,5 46 117,0 48 119,5 58 133,0 51 126,0 62 135,5
irsko 15 43,0 15 43,0 28 80,5 15 43,0 7 13,0 20 61,5
Grécko 12 28,5 20 61,5 45 114,5 14 37,5 9 21,5 30 84,5
Spanielsko 14 37,5 20 61,5 56 131,0 20 61,5 20 61,5 26 75,0
Francuzsko 20 61,5 33 93,0 45 114,5 41 108,5 37 102,0 37 102,0
Cyprus 14 37,5 17 50,5 52 128,5 13 33,0 12 28,5 41 108,5
Loty$sko 33 93,0 23 67,5 49 122,5 52 128,5 43 112,0 48 119,5
Litva 8 17,5 1 1,5 69 137,0 18 53,5 12 28,5 7 13,0
Luxembursko 9 21,5 17 50,5 53 130,0 7 13,0 3 3,5 16 47,5
Madarsko 26 75,0 25 71,0 49 122,5 49 122,5 34 96,0 28 80,5
Malta 3 3,5 15 43,0 33 93,0 7 13,0 4 5,0 34 96,0
Holandsko 12 28,5 27 78,5 40 106,0 10 24,5 8 17,5 17 50,5
Rakusko 20 61,5 19 56,0 49 122,5 15 43,0 14 37,5 17 50,5
Polsko 8 17,5 5 7,0 45 114,5 29 82,5 26 75,0 23 67,5
Portugalsko 8 17,5 45 114,5 72 138,0 51 126,0 47 118,0 62 135,5
Rumunsko 9 21,5 11 26,0 25 71,0 35 99,0 26 75,0 20 61,5
Slovinsko 13 33,0 15 43,0 61 134,0 35 99,0 32 89,5 39 104,0
Slovensko 24 69,0 6 9,5 40 106,0 18 53,5 15 43,0 19 56,0
Svédsko 29 82,5 42 110,5 42 110,5 25 71,0 26 75,0 40 106,0
Anglicko 13 33,0 21 66,0 30 84,5 19 56,0 13 33,0 13 33,0
SumaR 1015,5 1192,5 2640,5 1603,5 1350,5 1788,5
R7A2/n 44836,53 61828,53 303140,88 111791,84 79297,84 139075,32

(Data-zdroj Eurostat, R-dopocitané poradia)



RieSenie:
H = 12/(138=k(1384—1))(4483&53—F6182853-+30314Q88—F11179L84—F7929184
+139075,32) — 3 * (138 + 1) = 45,916

KedZe niektoré hodnoty sa opakuju mali by sme pouzit korekciu

Hodnota 1 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 3 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 5 sa opakuije trikrat 3 -3=24| __ 1998  _ 0.9992
Hodnota 6 sa opakuje dvakrat 22-2=6 23x(63—6)
Hodnota 7 sa opakuje patkrat 53—-5=120
Hodnota 8 sa opakuje Styrikrat 43 — 4 = 60 Ho = 45916 45951
Hodnota 9 sa opakuje Styrikrat 43 —4=60| %" T 09993 ~
Rovnako pokracujeme pre ostavajlice opakujuce sa prvl:y. 45,951 > 11,071 = xZ245(5)

T = 1998

Zamietame H, na danej hladine vyznamnosti a« = 0,05, t.j. je Statisticky vyznamny
rozdiel asponn medzi dvomi dévodmi, pre€o ludia nechcu mat internet doma.
Zamietnutie H, sme dokazali aj pomocou dvojvyberovych testov (Kolmogorov-
Smirnovov test, Wald-Wolfowitzov test), ked sme pri porovnavani prvého a tretieho
dovodu zamietli H,.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

KruskalWallisovTest[data, o]
data —-data suborov (zaddva sa ako list)
o — hladina vyznamnosti

Vystup procedury na pocitanom priklade:

Sucet poradi v stlpei 1 @ 1015.5
Sucet poradi v stlpei 2 @ 1192.5
Sucet poradi v =2tlpci 3 @ Z64d0.5
Sucet poradi v =tlpci 4 @ 1603.5
Sucet poradi v stlpci 5 @ 135005
sucet poradi v stlpci 6 @ 178G.5
Hladina wyznamhosti o 0.0%

H 45,9155

KEorekchy koeficient 0,99924

H korekcia 45,9505

p value 9,2942 % 1077

Vyhodnotenie na =zaklade p walue | Zaruetam Hy

Stupne wolnosti 5
Eriticka hodnota xirnzdelenia 11.070%5

Vyhodnotenie na zaklade EH Samietam Hy




Friedmanova analyza rozptylu pre k zavislych vyberov

Je neparametrickym variantom parametrickej dvojrozmernej variacnej analyzy
pre data z ordinalnej Skaly.

Zakladom Friedmanovho testu je tabufka dvojrozmerného triedenia X;; (i =
1,..,nj=1,..,k), ktora ma n riadkov a k stipcov, kde n oznacuje rozsah vyberu,
ktory je rovnaky pre vSetky vybery a k poCet testovanych vyberov. Testujeme nulovu
hypotézu, ze vSetky vybery pochadzaju z jedného rozdelenia, teda ich distribu¢né
funkcie su totozné H,: F,(x) = F,(x) = --- = Fi,(x). Za platnosti nulovej hypotézy by
mali byt suéty poradi pre kazdy stipec &i vyber priblizne rovnaké. Najskor priradime
kazdej hodnote vriadku i poradie RXL.J., od 1 po k podfa veflkosti. Hodnotu R
dostaneme tak, Ze spo&itame vysledné suéty poradi v stipcoch umocnené na druhu

2
R = Zle( * in,-) a testovaciu Statistiku vypoCitame podfa vzorca:
F 12 R
-~ nk(k+1)
H, zamietame na hladine vyznamnosti a v pripade, Z2e F > y? ,(k—1), kde
x%_,(k — 1) je kriticka hodnota y? rozdelenia s (k — 1) stupfiami volnosti.
Ak je rovnakych hodnét v postupnosti znacny pocet, priradime im priemerné
poradie a F Statistika musi byt upravena korekciou, ktoru urobime tak, ze vyraz F
vydelime korekénym indexom:

—3n(k + 1)

F

1=35,(t7 = t;)/n(k® = k)

s — pocCet hodnbét, ktoré sa opakuji

tj — kol'kokrat sa opakuje j — ta hodnota v usporiadanej postupnosti

Korekcia zvySuje hodnotu F. Pokial nie je rovnakych pozorovani prili§ mnoho a nie
su prili§ rozsiahle je ucinok korekcie nepatrny.

Fror =

Priklad:
V tabufke je uvedena priemerna ro¢na miera inflacie (v %) v rokoch 2004-2007.
Testujeme hypotézu, ze vSetky vybery pochadzaju z jedného rozdelenia.



2004 2005 2006 2007
Stat Data R Data R Data R Data R
Ceska republika 2,6 3 1,6 1 2,1 2 3 4
Dansko 0,9 1 1,7 2,5 1,9 4 1,7 2,5
Nemecko 1,8 1,5 1,9 3 1,8 1,5 2,3 4
Esténsko 3 1 4,1 2 4,4 3 6,7 4
irsko 2,3 2 2,2 1 2,7 3 2,9 4
Grécko 3 1,5 3,5 4 3,3 3 3 1,5
Spanielsko 3,1 2 3,4 3 3,6 4 2,8 1
Francuzsko 2,3 4q 1,9 2,5 1,9 2,5 1,6 1
Cyprus 1,9 1 2 2 2,2 3,5 2,2 3,5
LotySsko 6,2 1 6,9 3 6,6 2 10,1 4
Litva 1,2 1 2,7 2 3,8 3 5,8 4
Luxembursko 3,2 3 3,8 4 3 2 2,7 1
Madarsko 6,8 3 3,5 1 4 2 7,9 4
Malta 2,7 4 2,5 2 2,6 3 0,7 1
Holandsko 1,4 1 1,5 2 1,7 4 1,6 3
Rakusko 2 2 2,1 3 1,7 1 2,2 4
Polsko 3,6 4 2,2 2 1,3 1 2,6 3
Portugalsko 2,5 3 2,1 1 3 4 2,4 2
Rumunsko 11,9 q 9,1 3 6,6 2 4,9 1
Slovinsko 3,7 3 2,5 1,5 2,5 1,5 3,8 4
Slovensko 7,5 4 2,8 2 4,3 3 1,9 1
Svédsko 1 2 0,8 1 1,5 3 1,7 4
Anglicko 1,3 1 2,1 2 2,3 3,5 2,3 3,5
Suma poradi 53 50,5 61,5 65
(Data-zdroj Eurostat, R-dopocitané poradia)
RieSenie:
12 2 2 2 2
F= (51,92 4+ 49,52 + 61,52 + 652) —3 % 23 % (4 + 1) = 3,6913
23%4%(4+1)
KedZe niektoré hodnoty sa opakuju mali by sme pouZit korekciu
Hodnota 1,7 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 1,8 sa opakuje dvakrat 25-2=6 C=1— 42 — 09696
Hodnota 3 sa opakuje dvakrat 22-2=6 23x(43—-4) 7
Hodnota 1,9 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 2,2 sa opakuje dvakrat 2°-2=6 P = 3,6913 38072
Hodnota 2,5 sa opakuje dvakrat 22-2=6| k"7 09696
Hodnota 2,3 sa opakuje dvakrat 22-2=6
T =42 | 3,8072 < 7,815 = x245(3)

Nezamietame H, na danej hladine vyznamnosti a = 0,05, t.j. nie je Statisticky
vyznamny rozdiel medzi jednotlivymi rokmi.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

FriedmanovTest [data, o]
data - data suUborov (zadava sa ako list)
a — hladina vyznamnosti



Vystup procedury na pocitanom priklade:

Sucet poradi w stlpei 1 @ 53.
Sucet poradi w stlpei 2 @ 5005
Sucet poradi v stlpei 3@ 6l.5

Sucet poradi v stlpci 4 @ 65,

Hladina wyznamnosti o 0.05

Fr 3.6913

Eorekchy koeficient 0.969565

Fr korekcia 3.80717%

p walue 0.283053
Vyhodnotenie na zaklade p walue

Jtupne wolhosti ]
Eriticka hodnota xi rozdelenia 7.81473
Vyhodnotenie na zaklade EH

Testy nezavislosti

Korelany koeficient meria silu Statistickej zavislosti medzi dvoma Ciselnymi
premennymi. Pod pojmom korelaény koeficient sa najCastejSie mysli Pearsonov
korelaény koeficient (Pearson's product moment) z roku 1896, ktory je mierou
linearnej zavislosti dvoch premennych. Pearsonov korelacny koeficient sa vypocita:

Xy — Xy
r=22_=7
SxSy
Citatel zZlomku sa nazyva kovariancia a vyjadruje, ako sa su¢asne menia hodnoty
dvoch premennych. Kladna hodnota znamena, Ze sa menia spoloCne jednym
smerom, zaporna hodnota znamena, Zze sa menia opacnym smerom a nula, Zze sa
menia nezavisle. Vydelenim kovariancie Standardnymi odchylkami sa vypocita
Pearsonov korelacny koeficient. Hodnota vSetkych korelaénych koeficientov sa
nachadza v intervale od -1 do 1, priCom -1 znamena dokonalu negativnu zavislost,
1 znamena dokonalu pozitivnu zavislost a0 nezavislost X aY. V pripade
Pearsonovho korelacného koeficientu hodnota -1 znamena, ze vSetky body v X-Y
grafe lezia na klesajucej priamke, hodnota 1, Ze lezia na stupajucej priamke
a hodnota 0, zZe su rozptylené.

Pearsonov korelaCny koeficient je silne ovplyvnitelny extrémnymi hodnotami
(outliers) a to v oboch smeroch. Jedina extrémna hodnota vo velkom subore méze
vyznamne znizit' silnu zavislost, ale aj vyrobit silnu zavislost’ tam, kde Ziadna nie je.
Touto citlivostou na extrémne hodnoty sa nevyznacuju neparametrické poradové
korela¢né koeficienty. Naj¢astejSie pouzivanym poradovym korelaénym koeficientom
je Spearmanov koeficient, ktory mozno vypocCitat zo vzorca na vypocet
Pearsonovho koeficientu, pri€com namiesto originalnych hodnét sa pouziju ich
poradové Cisla. Spearmanov korelaCny koeficient je preto velmi tazko
interpretovatelny. Kendallov koeficient (1948) na rozdiel od Spearmanovho
vyjadruje silu zavislosti medzi dvoma poradovymi premennymi, Cize vyjadruje rozdiel
medzi pravdepodobnostou, ze hodnoty dvoch premennych su v rovnakom poradi
oproti pravdepodobnosti, Ze hodnoty nie su v rovhakom poradi.

Obidva testy overuju platnost nulovej hypotézy, Ze medzi usporiadanymi
parmi neexistuje Ziadna korelacia (zavislost) H,: ¢ = 0 proti alternativnej hypotéze ,




Ze usporiadané pary su korelované H, # c¢ (pre obojstranny test) alebo ze
usporiadané pary su pozitivne korelované, H,:c > 0 (alebo usporiadané pary su
negativne korelované, H;:c <0) pre jednostranny test. Symbol ¢ je bud
Spearmanov koeficient p alebo Kendallov koeficient .

Hodnoty oboch neparametrickych korelaénych koeficientov (aj ked su
vypocCitané zrovnako zoradenych nameranych udajov) sa nerovnaju anie su
navzajom priamo porovnatelné. Kendallovo t dava hodnoty niZz8ie nez Spearmanovo
p. Ale v oboch koeficientoch su v podstate vyuzité rovnaké mnozstva informacii
zahrnuté do analyzovanych hodnét, a preto maju rovnaku silu, pokial ide o zistenie
vztahu medzi premennymi uvazovanej populacie.

VypocCet Spearmanovho p je sice menej naroCny (ak ide o vacsi pocet
pozorovani), ale prednostou Kendallovho t je, Ze je s nim spojena rychlejSia
konvergencia vyberovej distribucie k normalnej. Z toho sa ponuka moznost pouzit
aproximaciu normalnym rozdelenim aj pre menej rozsiahle vybery a tiez stanovit
interval spolahlivosti pre signifikantné t.

Obidva korelacné koeficienty budeme pocitat’ na rovnakom priklade.

Priklad:
V tabulke su zaznamenané percenta ludi s pracovnou zmluvou na dobu urcitu
(vyber X) a percentd nezamestnanych fudi (vyber Y) v krajinach EU.

Stat X RX Y RY
Belgicko 8,60 12,5 7,50 20,0
Bulharsko 5,20 6,5 6,90 17,5
Ceska republika| 8,60 12,5 5,30 10,5
Dansko 8,70 14,0 3,70 2,0
Nemecko 14,60 20,0 8,40 25,0
Estonsko 2,10 2,0 4,70 7,5
irsko 7,30 10,5 4,50 6,0
Grécko 10,90 | 16,0 8,30 23,0
Spanielsko 31,70 | 27,0 8,30 23,0
Franctzsko 14,40 19,0 8,30 23,0
Taliansko 13,20 17,5 6,10 13,5
Cyprus 13,20 | 17,5 3,90 3,0
LotySsko 4,20 4,0 6,00 12,0
Litva 3,50 3,0 4,30 4,0
Luxembursko 6,80 9,0 4,70 7,5
Madarsko 7,30 10,5 7,40 19,0
Malta 5,20 6,5 6,40 15,5
Holandsko 18,10 | 23,0 3,20 1,0
Rakusko 8,90 15,0 4,40 5,0
Polsko 28,20 26,0 9,60 26,0
Portugalsko 22,40 25,0 8,00 21,0
Rumunsko 1,60 1,0 6,40 15,5
Slovinsko 18,50 24,0 4,80 9,0
Slovensko 5,10 5,0 11,10 27,0
Finsko 15,90 21,0 6,90 17,5
Svédsko 17,50 | 22,0 6,10 13,5
Anglicko 5,80 80 | 530 | 105

(Data-zdroj Eurostat, RX,RY-dopocitané poradia vyberov)

Pomocou Spearmanovho a Kendallovho koeficientu zistite &i existuje zavislost
medzi vybermi. Testujte na hladine vyznamnosti « = 0,01.



Spearmanov koeficient (p, )

Spearmanov koeficient pouzivame na zistenie, €i su dve premenny X aY
korelované.

Pri vypolte Spearmanovho p dvoch nezavislych vyberov X = (X3, ..., X,,),Y =
(Y3, ...,Y,) rovnakej velkosti n najskér priradime poradie kazdému prvku v
ramci vyberu Ry, (resp.Ry,). Potom urobime rozdiel poradovych hodnét d; = Ry, —
Ry, kde i = 1, ...,n a tento rozdiel umocnime na druhu d? (Cize poradie prvého prvku
skupiny X odCitame od poradia prvého prvku skupiny Y => d; =Ry —Ry,
a umocnime na druhu d?), o opakujeme aZ po posledny prvok v skupinach.

Ak sa v skupinach neopakuju rovnaké hodnoty, nemusime robit priemer
poradi a na vypoCet Spearmanovho p pouzijeme vzorec:

- 6X df
p=T= n(n? —1)

n
Z d? — je sutet vietkych rozdielov umocnenych na druhu
i=1

V praxi vzdy nemdzeme pouzit' tento spdsob vypoctu. Prekazkou byva Casty
vyskyt rovnakych dat alebo poradovych hodnét. Ak neberieme ohlad na rovnakeé
poradia, koeficient r;, méze byt neumerne vysoky. To plati predovSetkym
v situaciach, kde su pocetnosti rovnakych poradi rozsiahle. V takych pripadoch
pouZijeme upraveny vzorec:

1
g -n) ¥ df —Ty—Ty

T, =
\/ [F 3 —n—21p)| [t (0¥ —n - 213)

Ty (resp. Ty) — pre kazdu opakujucu sa hodnotu v skupine X (resp.Y) je jej pocCet
opakovani od¢itany od tretej mocninyjej poctu opakovani a vysledky su spocitané

Z(t‘m i)

sy (resp. sy) — pocet hodnbt, ktoré sa opaku]u v skupine X(Y)

t:

i) — reprezentuje poCet opakovani hodnoty X; (Y})v skupine X(Y)

(resp tiy,

Ked ma vyber maly rozsah (n < 30), mdézeme pouZzit Statistické tabulky,
v ktorych su uvedené kritické hodnoty pre 4 <n <30 pri 5% a1% hladine
vyznamnosti. Ide o Statistiku pre jednostranny test, ked mézeme vopred stanovit, Ci
bude korelacny koeficient medzi X a Y kladny alebo zaporny. Nulovu hypotézu H,
zamietame na danej hladine vyznamnosti a, ak je absolutna hodnota vypocitaného p
vacsia alebo rovna tabulkovej kritickej hodnote.

Pre vacsie vybery n>30 je mozné rozdelenie pravdepodobnosti
aproximovat' t-rozdelenim s (n- 2) stupnami vofnosti. Potom ma testovacia
Statistika tvar:

(n—2)
(1 - rsz)

Tuto nahodnu veli€inu pouzivame aj vtedy, ked sa v premennych X aY vyskytne
vacsi pocet rovnakych merani.

t =1,



Nulovu hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti «, ak |t| > ti_ay, (pre
dvojstranny test), resp. |t| = t;_, (pre jednostranny test), kde ty_ay, (resp. t1_,) je

kriticka hodnota Studentovho t rozdelenia s (n — 2) stupfiami volnosti.
Pre velmi velké vybery n > 100 aproximujeme Spearmanov Kkoeficient r;

normalnym rozdelenim N(0,1):
Z=Tn/(n—1)

RieSenie:

Stat RX RY| d=RX-RY] dr2

1. Belgicko 12,5 20,0 -7,5 56,3
2. Bulharsko 6,5 17,5 -11,0] 121,0
3. Ceska republika 12,5 10,5 2,0 4.0
4. Dansko 14,0 2,0 12,01 144,0
5. Nemecko 20,0 25,0 -5,0 25,0
6. Estonsko 2,0 75 -5,5 30,3
7. irsko 10,5 6,0 45 20,3
8. Grécko 16,0 23,0 -7,0 49,0
9. Spanielsko 27,0 23,0 4.0 16,0
10. |Francuzsko 19,0 23,0 -4,0 16,0
11. [|Taliansko 17,5 13,5 4.0 16,0
12. |Cyprus 17,5 3,0 14,51 210,3
13. |LotySsko 4.0 12,0 -8,0 64,0
14. |Litva 3,0 4,0 -1,0 1,0
15. Luxembursko 9,0 7,5 1,5 2,3
16. |Madarsko 10,5 19,0 -8,5 72,3
17. |Malta 6,5 15,5 -9,0 81,0
18. Holandsko 23,0 1,0 22,01 484,0
19. |Rakusko 15,0 5,0 10,01 100,0
20. |Polsko 26,0 26,0 0,0 0,0
21. Portugalsko 25,0 21,0 4.0 16,0
22. Rumunsko 1,0 15,5 -14,5 210,3
23. |Slovinsko 24,0 9,0 15,01 225,0
24. |Slovensko 5,0 27,0 -22,0] 484,0
25. |Finsko 21,0 17,5 3,5 12,3
26. |Svédsko 22,0 13,5 8,5 72,3
27. Anglicko 8,0 10,5 2,5 6,3
2538,5

PretozZe niektoré hodnoty sa opakuju, pouzijeme korekciu

Vyber X:

Hodnota 8,6 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 5,2 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 7,3 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 13,2 sa opakuje dvakrat 22-2=6

TX=24‘



Vyber Y:

Hodnota 4,7 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 5,3 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 6,1 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 6,4 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 6,9 sa opakuje dvakrat 22-2=6
Hodnota 8,3 sa opakuje trikrat 33-3=24

T, = 54

%(263 —26) —2538,5 —24 — 54
= 0.224

Ts

) \/[% (26° — 26 — 48) | [ (26° — 26 — 108))

t=0224 26-2)  _ | 14694
- (1 - 0.050176)

Kedze 1.14694 < 2.48511 = ty49(25) nezamietame H, na danej hladine
vyznamnosti a = 0,01, tj. medzi percentami fudi s pracovnou zmluvou na dobu
urcitu a nezamestnanych ludi v krajinach EU nie je Statisticky vyznamna zavislost.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

SpearmanovKoeficient [X,Y, o]

X - prvy vyber (zaddva sa ako list)
Y - druhy vyber (zaddva sa ako list)
a — hladina vyznamnosti

Vystup procedury na pocitanom priklade:

Spearmanov koeficient : 0.223582
Pocet merani wo wybere : 27
Ohojstranny test |Jednostranny test
Hladina wysnamnosti o 0.0l
p walue 0.262264 0.131132
Wyhodnotenie na zaklade p walue
Vypocitana statistika t 1l.14d6594d
Eriticka hodnota Studentovho t roz. 2.78744 Z.45511

Vyhodnotenie na zaklade EH

Kendallov koeficient (1)

Meria silu zavislosti medzi dvoma poradovymi premennymi.

Pri vypolte Kendallovho 7 dvoch nezavislych vyberov X = (X3, ..., X,,),Y =
(Y3, ..., Y,) rovnakej velkosti n najskdér kazdému prvku v ramci skupiny priradime
poradie (Ry,, Ry,). Poradie prvkov v skupinach je [ubovolné apreto je nutne
preorganizovat prvky a to tak, Ze zoradime poradia prvkov jednej skupiny vzostupne
(napr. podfa skupiny X) aknim priradime prislichajuce poradia skupiny Y .



Prislichajuce poradie znamena, Zze ak k-ty prvok skupiny X ma poradie Ry,
priradime k nemu poradie Ry, k-teho prvku skupiny Y. Dalej vypoc&itame podet
suhlasnych a nesuhlasnych parov nasledovne:
ak plati in>ij a Ryi>Ryj alebo in<ij a Ryi<Ryj, potom sa par nazyva suhlasny
(concordant)
ak plati in>ij a Ryi<Ryj alebo in<ij a Ryi>Ryj, potom sa par nazyva nesuhlasny
(discordant).
ak plati Rx=Rx; al/alebo Ry, =Ry, potom sa par nazyva nerozhodny (tie),
kde (Ry;, Ry,) je dvojica poradi a (RX]. , RY].) je dvojica nasledujucich poradi, pricom i, j
=1,..,nai#j.

Ak sa vo vybere nevyskytuju zhodné udaje, tak pre vypocCet Kendallovho
koeficientu pouzijeme vzorec:

N¢g —MNp

- je pocCet suhlasnych parov (concordant pair)

np - je poCet nesuhlasnych parov (disconcordant pair)
n(n —1)/2 - pocet vSetkych moznych parov

Kendallovo t vyjadruje rozdiel medzi pravdepodobnostou, Ze hodnoty dvoch
premennych su v rovnakom poradi oproti pravdepodobnosti, Ze hodnoty nie su
v rovhakom poradi. Ak sa vyskytnu v skupinach X aY totozné udaje, dostanu
priemerné poradové Cisla a pre vypocCet koeficientu t pouzijeme upraveny vzorec.
Upraveny vzorec pre vypocet T pouzijeme v pripade vacsieho vyskytu nerozhodnych
parov.

T =

2(n¢ —np)

- Jnn— DTy Jn(n — DTy
Ty (resp. Ty) — pre kazdu opakujucu sa hodnotu v skupine X (resp.Y) je jej pocCet
opakovani od¢itany od druhej mocnlny jej poctu opakovani a vysledky su scitané

Z (t‘(X) l(X)

sy (resp. sy) — pocet hodnbt, ktoré sa opaku]u v skupine X(Y)

ti, (resp tl(Y)) — reprezentuje poCet opakovani hodnoty X; (Yj)v skupine X(Y)
Pre vybery malych rozsahov (n < 50) bolo odvodené presné rozdelenie

pravdepodobnosti s E(7) = 0,D(7) = 2(2"+2 Ho zamietame na danej hladine

vyznamnosti o, ak je absolutna hodnota vypocCitaného t vacSia alebo rovna
tabulkovej kritickej hodnote.

S narastajucim rozsahom vyberu (n > 50) koeficient T ma za platnosti nulovej
hypotézy asymptoticky normalne rozdelenie, a preto je mozné k testovaniu jeho

vyznamnosti pouzit’ Statistiku z:
_3tyn(n—-1)

-~ J2(2n+5)
Pre velké vybery nulovu hypotézu H, zamietame na hladine vyznamnosti «,
ak |z| 2Uy_a, (pre dvojstranny test), resp. |z| >u,_, (pre jednostranny test), kde

Us_ay, (resp. u;_,) je kvantil N(O, 1).




RieSenie:

RX RY
10| 155|155
2,0 75| D 75
3,0 20l D D 40
40/ 120l D Cc C 120
50 2700l c Cc cCc cC 270
65 175/ c c c c D 175
65| 155 T C C C D T 155
80| 105 D Cc Cc D D D D 105
9,0 75/ b T ¢ D D D D D 75
10,5 60/ D D C D D D D D D 60
105 190/ c ¢ ¢ ¢ D Cc C Cc C T 190
125 2000c ¢ ¢c ¢c b c c c c Cc cC
125/ 105D ¢c ¢ D D D D T C C D
14,0 200b b b b b b D D D D D
15,0 50/ b Db ¢ D D D D D D D D
160/ 230 c ¢ c¢c c¢c Db c c c c Cc cC
1751 185 b ¢ ¢ ¢ D D D C C C D
17,5 30/ b b D D D D D D D D D
19,0 23,0 C C C C D C C C C C C Analogicky postupujeme a7 po
20,0 250| C C C C D C C C C C C predposledny prvok
210/ _175/c ¢ ¢ ¢ D T € C C C D
220 135D Cc c Cc D D D C C C D
23,0 100pb b b b b D D D D D D
24,0 90/ b ¢ ¢ Db D D D D C C D
250 _210/Cc ¢ c¢c ¢ D C C C Cc cCc c
260 260/ C Cc c c D C C C C C cC
270/ 230l c ¢c ¢c ¢ b c c c Cc Cc cC
Pocet c parov 11 18 21 14 0 8 9 11 13 12 7 .. nc= 195
Pocet d parov 14 6 3 9 22 11 11 7 5 4 9 nd= 144
Pretoze niektoré hodnoty sa opakuju, pouzijeme korekciu
Vyber X:
Hodnota 8,6 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 5,2 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 7,3 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 13,2 sa opakuje dvakrat 22-2=2
TX = 8
Vyber Y:
Hodnota 4,7 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 5,3 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 6,1 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 6,4 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 6,9 sa opakuje dvakrat 22-2=2
Hodnota 8,3 sa opakuje trikrat 32-3=6
Ty = 16
2 % (195 — 144)
T= = (0,1478
V27 % (27 —1) *8/27 * (27 — 1) * 16
3%0,1478 x /27 x (27 — 1)
zZ = =1,0817

J2%(2%2745)




Kedze 1,0817 < 2,57583 = z,49 Nezamietame H, na danej hladine vyznamnosti
a =0,01, tj. medzi percentami [udi spracovnou zmluvou na dobu urcitu
a nezamestnanych ludi v krajinach EU nie je Statisticky vyznamna zavislost.

Volanie naprogramovanej procedury v Mathematice 6 a jej vstupné parametre:

KendallovKoeficient [X,Y, o]

X - prvy vyber (zadava sa ako list)
Y - druhy vyber (zaddva sa ako list)
a — hladina vyznamnosti

Vystup procedury na poditanom priklade:

Eendallovy koeficient : 0.147529
Pocet merani wo wybere @ 27
Obojstranny test (Jednostranny test
Hladina wyznamnosti 0.0l
p walue 0.279355 0.139693
Vyhodnotenie na zaklade p walue
Vypocitana £ statistika 1.0517
Ewantil N0, 1) 2.57583 2.32635

Vyhodnotenie na zaklade Ewvantilu

Kendallov koeficient je po vSetkych strankach lepsi ako Casto pouzivany
Spearmanov koeficient. Spearmanov koeficient je postacujuci na testovanie
nulovej hypotézy nezavislosti dvoch premennych. V pripade zamietnutia nulovej
hypotézy sa v8ak neda interpretovat. Kendallov koeficient je lepSi aj ako test
nezavislosti, pretoZze je citlivy na niektoré druhy zavislosti, ktoré nemdézu byt
zachytené Spearmanovym koeficientom. Kendallov koeficient na rozdiel od
Spearmanovho vyjadruje silu zavislosti skimanych premennych.

Potvrdilo sa nam, Ze Kendallov koeficient dava mensSie hodnoty ako
Spearmanov koeficient: 0,147829 < 0,223582.

Zaver

Vypoctovy systém Mathematica je velmi rozsiahly matematicky systém.
Dokaze vypocitat velké mnoZzstvo funkcii od elementarnych az po Specialne, kreslit
grafy a taktiez obsahuje velké mnozZstvo kniznic pre rdzne druhy vypoctov.
Statistickd kniznica neobsahuje funkcie pre testovanie hypotéz pomocou
neparametrickych Statistickych metéd a preto bolo hlavnym ciefom prace
doprogramovat' tieto procedury a doplinit ich do systému Mathematica 6.

Spravne fungovanie naprogramovanych procedur sa potvrdilo na rucne
rieSenych prikladoch, ked nam vySli rovnaké vysledky. Kazda procedura bola
testovana aj na inych prikladoch zrbéznych oblasti a porovnana s rieSenim v
komerénych programoch StatsDirect a Statistica 8. Statisticka kniZznica systému
Mathematica méze byt doplnena o tieto metddy. Ich zdrojové kddy sa nachadzaju v
prilohach.

Procedury mézu byt taktiez pouzité pri vyuCbe Statistiky v prostredi systému
Mathematica.
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Zdrojovy kod Znamienkového testu

<< "StatisticalPlots™
<< "Histograms™""
<< "HypothesisTesting™"
ZnamienkovyTest[data_List, a_, X0_] :=
Module[{median, rozdiel, pocet, Sz=0, Sk=0, Sn =0, kv, pvalJS, pvalOS, kvOS, kvJS},

pocet = Length[data] ;
median = Median[data] ;
rozdiel = data - X0;
Table[
If[rozdiel[[i]] >0, Sk=Sk+1, If[rozdiel[[i1]]<0,Sz=Sz+1,Sn=Sn+1]1], {i, 1, pocet}];
Print[BoxWhiskerPlot[data]];
Print[BarChart[data]];
Print[Histogram[data]];

2t - pocet
z[t ] i= ———;

+/pocet
pvalJS = NormalPValue[z[SK]];
pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJs;
pvalOS = NormalPValue[z[Sk], TwoSided - True] ;
pval0S = TwoSidedPValue /. pvalOS;

a
kvOS = Quanti Ie[NormaIDistribution[O, 11, 1- E] ;

kvJS = Quantile[NormalDistribution[0, 1], 1-a];
Print["Dlzka vyberu je: ', pocet];

Print["Pocet kladnych hodnot je : ", SKk];
Print[CGrid[{{''Median je : ', median, SpanFromLeft},

{"", "Obojstranny test", ""Jednostranny test'}, {"Hladina vyznamnosti a ", a,
SpanFromLeft}, {"'p value ", pvalOS, pvalJS}, {""Vyhodnotenie na zaklade p value ",
If[pvalOS < a, Text[Style["Zamietam Hp", Red]], Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]],
If[pvalJS < a, Text[Style["Zamietam Hy", Red]], Text[Style["'Nezamietam Hy", Green]]1},

{""Vypocitana statistika z ", z[Sk] // N, SpanFromLeft}, {"Kvantil N(0,1) ", kvOS, kvJS},

{""Vyhodnotenie na zaklade kvantilu ", If[z[Sk] > kv0S, Text[Style['Zamietam Hy", Red]],

Text[Style["'Nezamietam Hp", Green]]], IF[z[SKk] > kvJS, Text[Style["Zamietam Hp", Red]],
Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]]1}}, Frame -» All]];

]

PriemernePlaty = {3380, 2346, 3222, 1775, 2951,
1710, 2935, 1617, 2873, 1381, 2801, 1344, 2799, 1253, 2412, 678} ;
ZnamienkovyTest[PriemernePlaty, 0.05, 678]
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1000 1500 2000 2500 3000 3500
Dlzka vyberu je: 16
Pocet kladnych hodnot je : 15
Median je : 2379

Obojstranny test

Jednostranny test

Hladina vyznamnosti «

0.05

p value 0.000465258 0.000232629
Vyhodnotenie na zaklade p value Zamietam Hy Zamietam H,
Vypocitana statistika z 3.5
Kvantil N(0,1) 1.95996 1.64485
Vyhodnotenie na zaklade kvantilu Zamietam H, Zamietam H,

ZnamienkovyTest.nb | 3



Zdrojovy kod Kolmogorovho-Smirnovovho testu

<< "HypothesisTesting™"'
KolmogorovSmirnovTest[datal_List, data2_List, a_] :=

Module[{x, Y},

X = Sort[datal];
Y = Sort[data?] ;
pocdatal = Length[datal] ;
pocdata2 = Length[data2?] ;
P = Sort[Join[X, Y]1;
GX[O] = FX[0] = 0;
For[i =1, i <=Length[P], 1++,

{

f = Flatten[Position[X, P[[1]]]1];

If[Length[f] # O, FX[1] = Take[f, -1] /Length[X], FX[i] = FX[i-11];

}
1;
For[i =1, i <=Length[P], 1++,

{

g = Flatten[Position[Y, P[[1]1]11]:

If[Length[g] # 0, GX[i] = Take[g, -1] /Length[Y], GX[i] = GX[i-1]1];

}
1
MO = Table[FX[i] -GX[i], {i, 1, Length[P]}];
ot = Max[Abs[MO]] // N;
khJS = 4 » (0t"2) * (Length[X] * Length[Y] / (Length[X] + Length[Y]));

a
chi = QuantiIe[ChiSquareDistribution[2] , 1- E] ;

* (Log[2/a]) ;

Length[X Length[Y
KhOS = ( gth[X] + gth(Y])
2 xLength[X] = Length[Y]

Print["nl : ', pocdatal];

Print["n2 : ', pocdata2?];

Print["Priemer 1 : ", Mean[datal] // N];

Print["Priemer 2 : ', Mean[data2] // N];

Print[

Grid[{{"", "Obojstranny test"}, {""Hladina vyznamnosti a ", a}, {""Vypocitane D ", ot // N},
{"Kriticka hodnota D* ", khOS}, {"'Vyhodnotenie na zaklade KH ", If[ot > khOS,

Text[Style[''Zamietam Hp'", Red]], Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]]1}}, Frame -» All]];

]

(*1 vs. 2 dovodx)
KolmogorovSmirnovTest[
{16, 6, 32, 31, 15, 12, 14, 20, 14, 33, 8, 9, 26, 3, 12, 20, 8, 8, 9, 13, 24, 29, 13},
{5,1, 7, 46, 15, 20, 20, 33, 17, 23, 1, 17, 25, 15, 27, 19, 5, 45, 11, 15, 6, 42, 21}, 0.05]
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nl : 23
n2 - 23
Priemer 1 : 16.3043

Priemer 2 : 18.9565

Obojstranny test

Hladina vyznamnosti o 0.05
Vypocitane D 0.26087
Kriticka hodnota D* 0.400482

Vyhodnotenie na zaklade KH

(*1 vs. 3 dovodx)
KolmogorovSmirnovTest[
{16, 6, 32, 31, 15, 12, 14, 20, 14, 33, 8, 9, 26, 3, 12, 20, 8, 8, 9, 13, 24, 29, 13},
{37, 57, 51, 48, 28, 45, 56, 45, 52, 49, 69, 53, 49, 33, 40, 49, 45, 72, 25, 61, 40, 42, 30}, 0.05]
nl - 23

n2 - 23
Priemer 1 : 16.3043

Priemer 2 : 46.7826

Obojstranny test

Hladina vyznamnosti o 0.05
Vypocitane D 0.826087
Kriticka hodnota D* 0.400482

Vyhodnotenie na zaklade KH Zamietam H,




Zdrojovy kod Wald-Wolfowitzovho testu

<< "HypothesisTesting™"'
WaldWolfowitzovTest[datal_List, data2_List, a_] :=

Module[{pocdatal, pocdata2, pomdatal, pomdata2, pomdata, iteracie, Mr, Sr, pl, p, z},

pocdatal = Length[datal] ;

pocdata2 = Length[data2?] ;

pomdatal = Table[Tuples[{datal[[i]], 1}, 1], {i, 1, Length[datal]}];
pomdata2 = Table[Tuples[{data2[[i]], 2}, 1], {i, 1, Length[data2]}];
pomdata = Flatten[Sort[Partition[Flatten[Join[pomdatal, pomdata2]], 2]11;
iteracie = Length[Split[Drop[pomdata, {1, -1, 2}111;

y 2 pocdatal pocdata2
r=

= +
pocdatal + pocdata2

S 2 pocdatal pocdata2 (2 pocdatal pocdata2 - pocdatal - pocdata?2)
r= 5
(pocdatal + pocdata?) 2 (pocdatal + pocdata2 - 1)

Abs[iteracie-Mr] -0.5
B Sr
Print["nl : ', pocdatal];
Print["n2 : ', pocdata2?];
Print["Priemer - ", Mean[datal] // N];
Print["Priemer 2 : ', Mean[data2] // N];
pvalJS = NormalPValue[z] ;
pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJs;
pvalOS = NormalPValue[z, TwoSided -» True] ;
pvalOS = TwoSidedPValue /. pvalOS;

z // N;

a
kvOS = Quanti Ie[NormaIDistribution[O, 11, 1- E] :

kvJS = Quantile[NormalDistribution[0, 1], 1-a];
Print[Grid[{{''Pocet iteracii : ", iteracie}, {'""", "Obojstranny test"},
{"Hladina vyznamnosti a ", a}, {"p value ", pval0S}, {""Vyhodnotenie na zaklade p value ",
IFf[pvalOS < a, Text[Style[""Zamietam Ho", Red]], Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]1},
{"Vypocitana z statistika ", z // N}, {"Kvantil N(0,1) ", kvO0S},
{""Vyhodnotenie na zaklade kvantilu ", If[z > kvOS, Text[Style["Zamietam Hy", Red]],
Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]]1}}, Frame -» All]];

]

(*1 vs. 2 dovodx)
WaldWolfowitzovTest]
{16, 6, 32, 31, 15, 12, 14, 20, 14, 33, 8, 9, 26, 3, 12, 20, 8, 8, 9, 13, 24, 29, 13},
{5,1, 7, 46, 15, 20, 20, 33, 17, 23, 1, 17, 25, 15, 27, 19, 5, 45, 11, 15, 6, 42, 21}, 0.05]
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nl - 23
n2 - 23
Priemer 1 : 16.3043
Priemer 2 : 18.9565
Pocet iteracii 19
Obojstranny test
Hladina vyznamnosti « 0.05
p value 0.179605
Vyhodnotenie na zaklade p value
Vypocitana z statistika 1.34197
Kvantil N(0,1) 1.95996

Vyhodnotenie na zaklade kvantilu

(*1 vs. 3 dovodx)
WaldWolfowitzovTest]

{16, 6, 32, 31, 15, 12, 14, 20, 14, 33, 8, 9, 26, 3, 12, 20, 8, 8, 9, 13, 24, 29, 13},
{37, 57, 51, 48, 28, 45, 56, 45, 52, 49, 69, 53, 49, 33, 40, 49, 45, 72, 25, 61, 40, 42, 30}, 0.05]

nl : 23
n2 : 23
Priemer 1 : 16.3043

Priemer 2 : 46.7826

Pocet iteracii 8
Obojstranny test
Hladina vyznamnosti o 0.05
p value 3.7942x10°
Vyhodnotenie na zaklade p value Zamietam H,
Vypocitana z statistika 4.62235
Kvantil N(0,1) 1.95996

Vyhodnotenie na zaklade kvantilu

Zamietam H,




Zdrojovy kod Kruskal-Wallisovho testu

<< "HypothesisTesting™"'
KruskalWallisovTest[data_List, a_] :=

Module[{pocsub, pocdat, pomdata, pocetnost,

sumkor = 0, korekcia, poradie, poradiedata, H, Hkor, chi},

pocsub = Length[data] ;
Table[Print["Pocet prvkov v skupine ",

i, " :© ", pocdata[i] = Length[data[[i]]]], {i, 1, pocsub}];
pocsub
pocdat = Z pocdatali];
i-1

pomdata = Sort[Flatten[Table[data[[]J, i]], {J, 1, pocsub}, {i, 1, pocdata[jJ]1}]1]1;
pocetnost = Tally[pomdata] ;
Table[I1f[pocetnost[[i, 2]] # 1, sumkor = sumkor + (pocetnost[[i, 2] 1% - pocetnost[[i, 2]] )]-

{i, 1, Length[pocetnost]}];

B sumkor
korekcia =1 -

pocdat3 - pocdat '
poradie = Flatten[Table[Total [Position[pomdata, pocetnost[[i, 1]]]1] / pocetnost[[i, 2]],
{i, 1, Length[pocetnost]}]1];
poradiedata = Partition[Flatten[Table[Tuples[{pocetnost[[i, 1]], poradie[[i]]}, 11,
{i, 1, Length[poradie]}]], 2]1;

Table[pocporadiadata[i] =0, {i, 1, pocsub}]

For[k =1, k < Length[poradie], K++,

Table[lIf[data[[i, J]] == poradiedata[[k, 1]], pocporadiadatali] =
pocporadiadatali] + poradiedatal[ [k, 2]]], {i, 1, pocsub}, {j, 1, Length[data[[i]]1]1}];
1s

Table[Print["Sucet poradi v stlpci ", i, " : ", pocporadiadatal[i] // N], {i, 1, pocsub}];
12 pocsub nocporadiadatali]?
H= * Z pocp _ 4] - 3% (pocdat + 1) ;
pocdat x (pocdat + 1) = pocdatali]
HkOr = —
korekcia

pvalJS = ChiSquarePValue[Hkor, (pocsub-1)1;
pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJsS;
chi = Quantile[ChiSquareDistribution[ (pocsub-1)], 1-a];
Print|
Grid[{{"HIadina vyznamnosti a ", a}, {"H", H// N}, {"Korekcny koeficient", korekcia // N},
{""H korekcia", Hkor // N}, {"p value", pvalJS}, {"Vyhodnotenie na zaklade p value",
If[pvalJS < a, Text[Style["Zamietam Hy", Red]], Text[Style["'Nezamietam Hy", Green]]1},
{""Stupne volnosti', (pocsub-1)}, {"Kriticka hodnota x?rozdelenia", chi},
{""Vyhodnotenie na zaklade KH", If[H > chi, Text[Style['Zamietam Hy", Red]],
Text[Style["Nezamietam Ho™, Green]]1]}}, Frame » All]];
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data = {{16, 6, 32, 31, 15, 12, 14, 20, 14, 33, 8, 9, 26, 3, 12, 20, 8, 8, 9, 13, 24, 29, 13},
{5, 1,7, 46, 15, 20, 20, 33, 17, 23, 1, 17, 25, 15, 27, 19, 5, 45, 11, 15, 6, 42, 21},
{37, 57, 51, 48, 28, 45, 56, 45, 52, 49, 69, 53, 49, 33, 40, 49, 45, 72, 25, 61, 40, 42, 30},
{35, 5, 34, 58, 15, 14, 20, 41, 13, 52, 18, 7, 49, 7, 10, 15, 29, 51, 35, 35, 18, 25, 19},
{27,9,32,51,7,9, 20, 37, 12, 43, 12, 3, 34, 4, 8, 14, 26, 47, 26, 32, 15, 26, 13},
{32, 10, 31, 62, 20, 30, 26, 37, 41, 48, 7, 16, 28, 34, 17, 17, 23, 62, 20, 39, 19, 40, 13}};
KruskalWallisovTest[data, 0.05]
Pocet prvkov v skupine 1 : 23
Pocet prvkov v skupine 23
Pocet prvkov v skupine 23

23

2
3

Pocet prvkov v skupine 4 : 23
Pocet prvkov v skupine 5
6

Pocet prvkov v skupine - 23

Sucet poradi v stlpci 1 : 1015.5

Sucet poradi v stlpci 2 : 1192.5
Sucet poradi v stlpci 3 : 2640.5
Sucet poradi v stlpci 4 : 1603.5

Sucet poradi v stlpci 5 : 1350.5

Sucet poradi v stlpci 6 : 1788.5

Hladina vyznamnosti « 0.05
H 45.9158
Korekcny koeficient 0.99924
H korekcia 45_.9508
p value 9.2942x10°°
Vyhodnotenie na zaklade p value | Zamietam H,
Stupne volnosti 5
Kriticka hodnota x?rozdelenia 11.0705

Vyhodnotenie na zaklade KH Zamietam H,




Zdrojovy kod Friedmanovho testu

<< "HypothesisTesting™"'
FriedmanovTest[data_List, a_] :=
Module[{pocsub, dlzka, pocdata, Fr, sumkor = 0, korekcia, Frkor, chi},

pocsub = Length[data] ;

dlzka = Length[data[[1]]];

Table[pomdata[i] = Sort[data[[i]]], {i, 1, Length[data]}];

Table[pocetnost[i] = Tally[pomdata[i]], {i, 1, Length[data]}];

For[j =1, j s pocsub, j++,

Table[1f[pocetnost[j][[i, 2]] # 1, sumkor =
sumkor + (pocetnost[j][[i, 2] 1% - pocetnost[j][[i, 2]] )], {i, 1, Length[pocetnost[j]]}];

sumkor
korekcia=1 - ;

pocsub (dizka® - dlzka)

For[i =1, i <=Length[data], i++,
poradiel[i] =
Partition[Flatten[Table[Tuples[{pomdata[i]1[[J]1], J}> 11, {J- 1, Length[data[[i]]1]1}1], 2];
1;
For[j =1, j <= Length[data], j++,
poradie[j] = Flatten[Table[Total [Position[pomdatal[j], pocetnost[j][[i, 11111/
pocetnost[j][[i, 2]], {i, 1, Length[pocetnost[j]11}]1];
1;
For[j =1, j <= Length[data], j++,
poradiedata[j] = Partition[Flatten[Table[
Tuples[{pocetnost[J]1[[i, 1]1], poradie[j1[[i]11}, 1], {i, 1, Length[poradie[j]11}]1]., 2];
1;
For[k =1, k<= Length[data], k++,
{For[j =1, j <= Length[poradiedatal[k]], J++,
Table[lIf[poradiedata[k] [[J, 1]] ==data[[k, i]],
uspordatali] = poradiedatal[k][[J]11]., {i, 1, Length[data[[k]]1}];
1;
poradovedata[k] = Table[uspordata[i], {i, 1, Length[data[[k]]]1}]:}
13
For[j =1, j sdlzka, j++,
pocsub

sucetstlpcov[]j] = Z poradovedatal[i][[J, 2]1];

i=1
Table[Print["Sucet poradi v stlpci ", i, "™ : ", sucetstlpcov[i] // N], {i, 1, dlzka}];

12 dlizka

Z sucetstlpcov[i]2 - (3xpocsubx (dlzka+ 1)) ;

Fr= *
pocsub xdlzka » (dlzka + 1) )

Frkor = Fr / korekcia;
pvalJS = ChiSquarePValue[Frkor, (dlzka-1)];
pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJs;
chi = Quantile[ChiSquareDistribution[ (dlzka-1)], 1-a];
Print[Grid[{{"Hladina vyznamnosti a ", a},
{"Fr", Fr // N}, {"Korekcny koeficient", korekcia // N}, {"Fr korekcia",



2 | FriedmanovTest.nb

Frkor // N}, {"p value", pvalJS}, {"Vyhodnotenie na zaklade p value",

If[pvalJS < a, Text[Style["Zamietam Hp", Red]], Text[Style["'Nezamietam Hy", Green]]]1},
{""Stupne volnosti"”, (dlzka-1)}, {"Kriticka hodnota x* rozdelenia", chi},
{""Vyhodnotenie na zaklade KH", If[Frkor > chi, Text[Style["Zamietam Hy", Red]],

Text[Style["Nezamietam Ho", Green]]1]}}, Frame » All]];

]

data= {{2.6,1.6,2.1, 3}, {0.9,1.7, 1.9,1.7}, {1.8,1.9, 1.8, 2.3},
{3,4.1,4.4,6.7}, {2.3,2.2,2.7, 2.9}, {3, 3.5, 3.3, 3}, {3.1, 3.4, 3.6, 2.8},
{2.3,1.9,1.9,1.6}, {1.9,2,2.2,2.2}, {6.2,6.9, 6.6, 10.1}, (1.2, 2.7, 3.8, 5.8},
{3.2,3.8,3,2.7}, {6.8,3.5,4,7.9}, {2.7,2.5,2.6,0.7}, {1.4,1.5,1.7, 1.6},
{2,2.1,1.7,2.2}, {3.6,2.2,1.3, 2.6}, {2.5, 2.1, 3, 2.4}, {11.9, 9.1, 6.6, 4.9},
{3.7,2.5, 2.5, 3.8}, {7.5,2.8,4.3,1.9}, {1,0.8,1.5,1.7}, {1.3,2.1, 2.3, 2.3}};

FriedmanovTest|[

data,
0.05]

Sucet poradi v stlpci 1 - 53.

Sucet poradi v stlpci 2 : 50.5
Sucet poradi v stlpci 3 : 61.5
Sucet poradi v stlpci 4 : 65.
Hladina vyznamnosti « 0.05
Fr 3.6913
Korekcny koeficient 0.969565
Fr korekcia 3.80717
p value 0.283053

Vyhodnotenie na zaklade p value

Stupne volnosti 3
Kriticka hodnota x2 rozdelenia 7.81473

Vyhodnotenie na zaklade KH




Zdrojovy kod testu vyznamnosti Spearmanovho koeficientu

<< "HypothesisTesting™"'
SpearmanovKoeficient[X_List, Y_List, a_] :=

Module[{dlzka, rozdiel, mocnina, sucet, rs, t, z,

rozporad, sumpor, pomU =0, pomT =0, U, T, pvalJS, pval0OS, kv0S, kvJS},
dlzka = Length [X];
data[l] = X; data[2] =Y;
Table[pomdata[i] = Sort[data[i]], {i, 1, 2}1;
Table[pocetnost[i] = Tally[pomdata[i]], {i, 1, 2}1;
For[i=1, 1<2, i++,
poradie[i] = Partition[Flatten[Table[Tuples[{pomdata[i]1[[J]1], J}, 11, {J, 1, dlzka}1], 2];
1
For[j=1, J<2, j++,
poradie[j] = Flatten[Table[Total [Position[pomdatal[j], pocetnost[j][[i, 11111/
pocetnost[j][[i, 2]], {i, 1, Length[pocetnost[j]11}]1];
1;
For[j =1, J<2, j++,
poradiedata[j] = Partition[Flatten[Table[
Tuples[{pocetnost[j][[i, 1]], poradie[j][[#]]}, 1], {i, 1, Length[poradie[j]1]}1], 2];
1;
For[k=1, k<2, k++,
{For[j =1, j <= Length[poradiedatal[k]], J++,
Table[lIf[poradiedata[k] [[J, 1]1] ==data[k][[i]],
uspordatali] = poradiedatal[k][[J]11], {i, 1, dlzka}];
1;
poradovedata[k] = Table[uspordata[i], {i, 1, dlzka}];}
13
rozporad = poradovedata[l] - poradovedata[2];
Length[rozporad]
sumpor = Z rozporad[[i, 2]]2;
i-1
Table[
If[pocetnost[1][[i, 2]] # 1, pomT = pomT + (pocetnost[1] [[i, 2] 1% - pocetnost[1] [[i, 211)],
{i, 1, Length[pocetnost[1]]}];

T ! T
= — % pomT;
12

Table[
If[pocetnost[2] [[i, 2]] # 1, pomU = pomU + (pocetnost[2] [[i, 2] 1% - pocetnost[2] [[i, 2]] )]
{i, 1, Length[pocetnost[2]]}];

u ! u
= — % pOmuU;
12

% % (dizka® - dlzka) - sumpor - T - U

rs =

\/(g* (dizka® - dlzka) -2+ T) « (z + (dlzka® - dlzka) - 2+ U)

rs = (dlzka - 2) )
V1-rsn2
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z=rsxV (dlzka-1) ;

pvalJS = StudentTPValue[t, (dlzka-2)1;

pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJsS;

pvalOS = StudentTPValue[t, (dlzka-2), TwoSided - True];
pvalOS = TwoSidedPValue /. pvalOS;

a
kvOS = Quanti Ie[StudentTDistribution[dlzka- 21, 1- 5] ;

kvJS = Quantile[StudentTDistribution[dlzka-2], 1-a];
Print[Grid[{{''Spearmanov koeficient : ", rs// N, SpanFromLeft},
{""Pocet merani vo vybere : ", dlzka, SpanFromLeft}, {"", "Obojstranny test",
"Jednostranny test"}, {""Hladina vyznamnosti a ", a, SpanFromLeft},
{"p value ", pvalOS, pvallS}, {"Vyhodnotenie na zaklade p value ",
I1f[pvalOS < a, Text[Style["Zamietam Hy", Red]], Text[Style["'Nezamietam Hy", Green]]],
If[pvalJS < a, Text[Style["Zamietam Ho", Red]], Text[Style[''Nezamietam Hy'", Green]]1},
{""Vypocitana statistika t ", t // N, SpanFromLeft},
{"Kriticka hodnota Studentovho t roz. ", kv0S, kvJS},
{""Vyhodnotenie na zaklade KH ", ITf[t > kvOS, Text[Style["Zamietam Hy", Red]],
Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]], If[t > kvJS, Text[Style['Zamietam Hy", Red]],
Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]]}}, Frame -» All]];

]

X={8.6,5.2,8.6,8.7,14.6, 2.1, 7.3, 10.9, 31.7, 14.4, 13.2, 13.2, 4.2,
3.5,6.8,7.3,5.2, 18.1, 8.9, 28.2, 22.4, 1.6, 18.5, 5.1, 15.9, 17.5, 5.8};
Y={7.5,6.9,5.3,3.7,8.4,4.7,4.5,8.3,8.3,8.3,6.1,3.9,6, 4.3,
4.7,7.4,6.4,3.2,4.4,9.6,8,6.4,4.8,11.1,6.9, 6.1, 5.3};
SpearmanovKoeficient[X, Y, 0.01]

Spearmanov koeficient : 0.223582
Pocet merani vo vybere : 27
Obojstranny test | Jednostranny test
Hladina vyznamnosti « 0.01
p value 0.262264 0.131132
Vyhodnotenie na zaklade p value
Vypocitana statistika t 1.14694
Kriticka hodnota Studentovho t roz. 2.78744 2.48511
Vyhodnotenie na zaklade KH




Zdrojovy kod testu vyznamnosti Kendallovho koeficientu

<< "HypothesisTesting™"'
KendallovKoeficient[X_List, Y_List, a_] ==

Module[{dlzka, pomocl, pomoc2, pomoc, pomocha, pocinverz =0,

pocneinverz =0, pomT =0, pomUu=0, U, T, S, z, tau, pvallsS, pvalOS, kvJS, kv0S},
dlzka = Length [X];
data[l] = X; data[2] =Y;
Table[pomdata[i] = Sort[data[i]], {i, 1, dlzka}];
Table[pocetnost[i] = Tally[pomdata[i]], {i, 1, 2}]1;
For[i=1,1<2, i++,
skporadie[i] = Partition[Flatten[Table[Tuples[{pomdata[i][[J]1], J}, 11, {J, 1, dlzka}11, 2];
13
For[j=1, J<2, j++,

poradie[j] = Flatten[Table[Total [Position[pomdatal[j], pocetnost[j][[i, 11111/

pocetnost[j][[i, 2]], {i, 1, Length[pocetnost[j]11}]1];

1;
For[j=1, =<2, J++,

poradiedata[j] = Partition[Flatten[Table[

Tuples[{pocetnost[j][[i, 1]], poradie[j][[#]]}, 1], {i, 1, Length[poradie[j]1]}1], 2];

1;
Table[If[data[1][[J]] == poradiedata[l][[i, 1]], pdatal[j] = poradiedata[l][[i, 2]]],

{i, 1, Length[poradiedata[l]]}, {J, 1, dlzka}];
pomocl = Table[pdatal[i], {i, 1, dlzka}];
Table[If[data[2][[]J]] == poradiedata[2][[i, 1]], pdata2[j] = poradiedata[2][[i, 2]]],

{i, 1, Length[poradiedata[2]]}, {J, 1, dlzka}];
pomoc?2 = Table[pdata2[i], {i, 1, dlzka}];
pomoc = Partition[Flatten[Table[Tuples[{pomocl[[i]], pomoc2[[i§]1]1}, 1], {i, 1, dlzka}]1]l, 2]1;
pomocna = Sort[pomoc] ;
For[j =1, j <dlzka, j++,

Table[If[pomocnal[[]J, 2]] > pomocna[[i, 2]] && pomocha[[J, 1]] # pomocnal[i, 117,

pocneinverz++], {i, j, dlzka}];
Table[If[pomocna[[J, 2]] < pomocna[[i, 2]] && pomocnal[j, 1]] # pomocnal[i, 1]],
pocinverz++], {i, j, dlzka}];

1
S = pocinverz - pocneinverz;
Table[

If[pocetnost[1] [[i, 2]] # 1, pomT = pomT + (pocetnost[1] [[i, 2] 12 - pocetnost[1] [[i, 211)],
{i, 1, Length[pocetnost[1]]}];
T = pomT;
Table|

If[pocetnost[2] [[i, 2]] # 1, pomU = pomU + (pocetnost[2] [[i, 2112 - pocetnost[2] [[i, 211) ]
{i, 1, Length[pocetnost[2]]}];
U = pomU;

2%S
tau =

Vdlzkax (dlzka-1) - T =V dlzkax (dlzka- 1) - U

3xtauxVdlzkax (dlzka - 1)
Z =

V2 (2xdlzka + 5)
pvalJS = NormalPValue[z] ;
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pvalJS = OneSidedPValue /. pvalJs;
pvalOS = NormalPValue[z, TwoSided -» True] ;
pvalOS = TwoSidedPValue /. pvalOS;

a
kvOS = Quanti Ie[NormaIDistribution[O, 11, 1- E] ;

kvJS = Quantile[NormalDistribution[0, 1], 1-a];
Print[Grid[{{"Kendallov koeficient : ", tau// N, SpanFromLeft},
{""Pocet merani vo vybere : ", dlzka, SpanFromLeft}, (", "Obojstranny test",
"Jednostranny test"}, {""Hladina vyznamnosti a ", a, SpanFromLeft},
{"p value ", pvalOS, pvalJS}, {""Vyhodnotenie na zaklade p value ",
If[pvalOS < a, Text[Style["Zamietam Hp", Red]], Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]],
If[pvalJS < a, Text[Style["Zamietam Hy", Red]], Text[Style["'Nezamietam Hy', Green]]1},
{""Vypocitana z statistika ", z // N, SpanFromLeft}, {"Kvantil N(0,1) ", kvOS, kvJS},
{""Vyhodnotenie na zaklade kvantilu ", If[z > kvOS, Text[Style["Zamietam Hy", Red]],
Text[Style[""Nezamietam Hp", Green]]], I1f[z > kvJS, Text[Style["Zamietam Hp", Red]],

Text[Style[''Nezamietam Hy", Green]]]1}}, Frame -» All]];

]

X={8.6,5.2,8.6,8.7,14.6,2.1,7.3,10.9, 31.7, 14.4, 13.2, 13.2, 4.2,
3.5,6.8,7.3,5.2,18.1, 8.9, 28.2, 22.4, 1.6, 18.5, 5.1, 15.9, 17.5, 5.8};

Y={7.5,6.9,5.3,3.7,8.4,4.7,4.5,8.3,8.3,8.3, 6.1, 3.9, 6, 4.3,
4.7,7.4,6.4,3.2,4.4,9.6,8,6.4,4.8,11.1,6.9, 6.1, 5.3};

Kendal lovKoeficient[X, Y, 0.01]

Kendallov koeficient : 0.147829
Pocet merani vo vybere : 27
Obojstranny test | Jednostranny test
Hladina vyznamnosti « 0.01
p value 0.279385 0.139693
Vyhodnotenie na zaklade p value
Vypocitana z statistika 1.0817
Kvantil N(0,1) 2.57583 2.32635

Vyhodnotenie na zaklade kvantilu
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