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Abstrakt

V naSej préaci sa venujeme problematike singularnych kriviek v afinnej rovine. Na
jednoduchych prikladoch predstavujeme singularne krivky a uvddzame postup na ich
detekciu. Pontikame podrobny popis biracionalneho zobrazenia nazyvaného “rozdutie
roviny” (ang. blow-up), ktoré pouzijeme na rozklad singularit. Dokazeme niekolko

mensich tvrdeni.
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Abstract

In our thesis we present singular planar curves. We introduce singularities by means
of simple examples and problems, then we show how to detect them in general. We
offer thorough description of two important birational map, “blow-up”, which we use

for desingularization.
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Uvod

Singularity su klasickou témou nielen v geometrii, ale i v inych matematickych dis-
ciplinach. Casto sa vynaraju na neocakavanych miestach a vzdy znamenaji jedno
— neprijemnosti. VeImi jednoducho povedané, predstavujia spravanie, ktoré by sme

mohli oznacit ako “nie celkom pekné”.

Okrem komplikacii v zivote matematikov spdsobuju problémy i v redlnych aplika-
ciach — za v8etky spomenme vizualizacie v CAD systémoch, numerické vypocty, ¢i
robotiku. I rozsiahly vyskum, ktory v tejto oblasti stale prebieha, je dokazom, Ze ma

zmysel sa touto témou zaoberat.

V nasej praci sa venujeme problematike singularit implicitne definovanych rovinnych
kriviek. Jej ciefom je ¢itatelovi pristupnou a zrozumitelnou formou predstavit pro-

blematiku singularit a ich rozkladu.

Na zaciatku si predstavime rovinné krivky a ich singularne body. Tieto sa nauc¢ime

detegovat a rozdelime ich do skupin podla zloZitosti.

V druhej ¢asti sa blizsie oboznamime so zobrazeniami medzi krivkami v afinnej rovine.
Od parametrizacie plynulo prejdeme k izomorfizmom a biracionalnym zobrazeniam.

Podrobne si predstavime Specidlny typ biracionalneho zobrazenia, tzv. “rozdutie
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roviny v bode” (ang. blow-up). Toto nam umozni najst k singularnej biracionélne
ekvivalentni krivku, ktora singularity neobsahuje, alebo ich obsahuje jednoduchsie —
¢ize sa nauc¢ime singularity rozkladat. DokaZeme niekolko malych tvrdeni, ktoré nam

preberant tému sformalizuji a daji nasim dvaham pevny podklad.

Navyse, nosnu tému préce, rozdutie roviny, spracujeme i formou animacii, ktoré po-

puldrnou formou predstavuji inak pomerne abstraktni geometricki konstrukciu.



Krivky v afinnej rovine

Pocas celej tejto kapitoly pracujeme v poli C. Vac§inu argumentacii vSak budeme
moct bez vacsich komplikacii vykonat v Tubovolnom poli F, ktoré je algebraicky
uzavreté a jeho charakteristika je nula. VoIba pola s takymito vlastnostami nam
umozni vyslovovat silnejSie tvrdenia a celkovo vyrazne ulah¢i a zovSeobecni nase

uvahy.

2.1 Prienik priamky a krivky

Na ilustraciu preberanej problematiky si uvedieme niekol'ko prikladov kriviek. Nage
uvahy za¢neme tym, Ze sa budeme snazit najst také vlastnosti, ktoré by nam uvazo-
vané krivky pomohli na¢rtnat. V prvom pripade - pri kruznici, je analyza vlastnosti
takmer zbytoc¢nd, pretoze vSetci vieme, ako kruznica vyzera. Napriek tomu si ju
uvedieme. Pri dalsich prikladoch dospejeme k niekolkym zaujimavym zisteniam,

ktoré si blizsie vysvetlime, pomenujeme a napokon zovseobecnime.

Priklad 2.1: Uvazujme kruznicu C : 2° + 3> = 1.
Predstavme si na chvilu, Ze nevieme, ako kruznica vyzera, a chceli by sme zistit

nejaké jej vyznacéné vlastnosti, ktoré by nam ju pomohli nac¢rtnut.

1. Rovnicu C mdézeme implicitne zapisat

flzy) =1—y —a*
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2. Symetrie:
Krivka je symetricka podla osi T resp. podla osi Z, ak cast krivky “pod osou”

vyzerd rovnako, ako ¢ast “nad osou”, teda ak pre x,y € C plati :

;: f(a?,y) = f(l'7_y):

resp.

«—

y: f(xay) = f(_l',y).

V nasom pripade otazka symetrie znie nasledovne: plati, ze
Toa? o2 21— g? - (—y)?

resp.
1—a? —y? 21— (—2)? —y*?

Vidime, Ze odpoved je “4no” v oboch pripadoch, teda kruznica je symetricka

podla oboch osi. Pri vytvarani na¢rtu to znaci, Ze sa moZeme obmedzit iba

napr. na prvy kvadrant, pretoze vzhlad krivky v ostatnych troch vieme ziskat

pomocou zrkadlenia.

3. Prienik so stradnicovymi osami:
Hladame body, ktoré lezia na stradnicovych osiach a zéroveii na kruZnici.
Suradnicové osi zapiSme parametricky ako priamky prechadzajtice bodom (0, 0),

ur¢ené smerovymi vektormi (1,0) a (0, 1):

T:X =(0,0)4+¢(1,0) ¥:Y =(0,0)+¢0,1)
r=0+1t=t y1=0+0t=0
2y =0+0t =0 Yo =0+ 1t =1t

pre t € C, ¢o modzeme skratene zapisat ako
= {t0)|[tcC}
= {(0,0) [t C}

<] 8]

Prienik osi a krivky ziskame dosadenim parametrického vyjadrenia do rovnice
krivky:

cnN = {(t,0)| f(t,00 =0 A t € C}

cnN = {(0,t)| f(0,t) =0 A t € C}

V nasom pripade to znamend, Zze hladame body, pre ktoré plati:

— {10 |12 =0)
— {00 ]1-2=0)

<] RI

cn
cn

and
T
and
Y



2. KRIVKY V AFINNEJ ROVINE 9

VyrieSenim rovnic
1—t* = (1+t)(1—-1¢t) =
1—t* = (1+t)(1—1)

ziskame body {(—1,0),(1,0)} a {(0,—1),(0,1)}.

0
0

Jednotkova kruznica so stredom (0,0) ma teda so siradnicovymi osami prave

Styri body prieniku — presne tak, ako nam hovori intuicia.

Poznamka: Na vypocet prienikov s osami sme mohli pouzit i pristup zalozeny
na symetrii. Inymi slovami stacilo zistit prieniky patriace do prvého kvadrantu,

a dal8ie vhodne dopodcitat.

4. Okolie krivky:
Skusme zistit, ako sa krivka sprava v blizkosti bodov, ktoré sme vyssie dopodi-
tali. Zo strednej skoly vieme, Ze takyto intuitivny popis ndm poskytuje priamka,
ktort nazyvame dotycénica. AvSak ktora z priamok, ktoré prechadzaju danym

bodom krivky, je doty¢nicou v tomto bode a ¢o to znamen4a?

Krivku C mame zadani implicitne (vzorcom), uvazujme teda priamku
A:P=A+1tlteC,

¢o znamené, Ze mame priamku, ktora prechadza bodom A € C a ma smerovy
vektor 1 = (I3,13). Nech A= (—1,0) € C.
Na ziskanie prieniku ANC staci dosadit parametrické vyjadrenie priamky do rov-

nice kruznice a dopocitat hodnotu parametra ¢:

1— 22—y =0
1—(=1+04t)> = (0+1t)> =0
—t(2l, — (12 +12)) =0

Pre t = 0 rovnost plati. Priese¢nikom AN C je vtedy bod

P

(=14 001,04+ 0l3) = (—1,0),

¢o je prirodzené. Priamky sme totiz volili tak, aby bodom (—1,0) prechadzali.
Vidime vSak, Ze okrem tohto ocakavaného priese¢nika ma krivka s priamkou

21
! 5 - Tu mozu nastat

spolo¢ny dalsi bod, a to pre hodnotu parametra ¢t = P
17T
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dve situacie: t #0 at = 0.

Prvad moznost nastava pri vicSine priamok. S kruZnicou maji spolo¢né dva
rézne body (napr. ak uvazujeme vektor 1 = (1, 1), parameter druhého priesecéni-
ka ma hodnotu ¢ = 1, ¢im ziskame bod @ = (0,1)). Takéto priamky nazyvame
secnice.

Druhy pripad nastava, ak 2[; = 0, a teda naSa rovnica ma tvar
—t(2l — (I3 +13)) = —t(—tl3) =33 =0.

VyrieSenim ziskame dvojnésobny koren ¢ = 0. Tento fakt reprezentujeme tak,
7e priamka A ma s krivkou v bode (—1,0) dvojnasobny priese¢nik. Nazveme ju
dotycnicou.

Takto sme na zaklade nasobnosti prieniku v danom bode ziskali rozdelenie pria-
mok na secnice a doty¢nice.

Dotyc¢nicami v bodoch prieniku krivky so stiradnicovymi osami st Styri priam-
ky. V bode (—1,0) je to priamka so smerovym vektorom (0, [5), ktory bez ujmy
na v8eobecnosti mozeme povazovat za vektor (0, 1). Rovnica doty¢nice je potom
r+1=0.

V ostatnych bodoch prieniku st doty¢nicami priamky x —1 =0,y £1 = 0.

Obréazok 2.1: Kruznica C : f(x,y) = 1 — 22 —y? je krivka symetrickd podla

osi T, Y. V bode (—1,0) ma doty¢nicu s rovnicou x + 1 = 0.
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Poznamka: Odteraz budeme slovné spojenie “bez ujmy na vSeobecnosti” nahradzo-
vat skratkou BUNV.

Taktiez v situaciach, ked sa nam to bude hodit, zapisom “(0, l3) BV (

0,1)” budeme

rozumiet, ze vektor (0,ly) mozeme BUNV reprezentovat vektorom (0, 1).

Priklad 2.2: Uvazujme krivku osmicka (ang. eight curve), zvana taktiez Geronova
lemniskdta (ang. Gerono lemniscate) s rovnicou C : z* = 2?2 — y2.

Opat sa pokisme krivku nacrtnat.
1. Implicitna rovnica krivky C je

fla,y) =at —2® + 42
2. Symetrie:
Ako sme si uviedli v prvom priklade, krivka je symetrickd podla osi z resp.
podla osi }7, ak plati :
T f(x,y) = f(l'7 _y)a

resp.

<]

D fzy) = f(==,y).
Mame teda rozhodnat, ¢i

x4—x2+y2;x4—x2+(—y)2

resp.
vt =2 by = (—a)' = (—a)? R
Vidime, Ze obe rovnosti platia, a teda krivka C je symetrickd podla osi (:?, v.

3. Prienik so stiradnicovymi osami:

Osi definujeme rovnako ako v pripade kruznice, teda:

= {(t,0) | teC}
= {(0,t) | teC}

<] 8]

Prienik krivky a osi tvoria body, pre ktoré plati:

cn
cnN

= {(t,0) | t*—t* = 0}
= {(0,t) | ¢ = 0}

and
T
«—>
Y
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Po vyrieSeni rovnic

-2 =2F-1)=>+1)1t-1) =
t? =

vidime, Ze prienik krivky a osi tvoria body {(1,0),(—1,0),(0,0)}, pricom bod
(0,0) sme ziskali “dvakrat”.

4. Doty¢nice v bodoch prieniku s osami:
Rovnako ako v priklade s kruznicou, najdime doty¢nice v bodoch (1,0), (—1,0)
a (0,0).

Doty¢nica v bode (1,0):

Bod na priamke A prechadzajicej bodom (1,0) so smerovym vektorom (ly,ls)
moZeme skratane parametricky vyjadrit ako P = (1 + [1t, [ot) pre nejaké ¢ € C.
Tento bod je priese¢nikom A NC, ak

xt — 2% + 2 =0
I+ 4t — 1+ 4Lt)*+ (Iet)2 =0
tIPE + 4B + t(13 +512) +2l1) =0

Predchédzajuca rovnost plati, ak ¢ = 0, ¢o zodpoveda bodu (1,0). Doty¢ni-
cou bude preto priamka, ktord bude mat v tomto bode s krivkou dvojnasobny
priesec¢nik. To nastava prave vtedy, ak 2[; = 0, teda pre priamku so smerovym

vektorom (0, ly) BUyv (0,1). Dopo¢itanim ziskame rovnicu x — 1 = 0.

Doty¢nica v bode (—1,0):
Doty¢nicu mozeme vypocitat rovnakym sposobom, ako v pripade bodu (1,0).
Mézeme si v8ak uSetrit pracne pocitanie, a vyuzit symetrickost krivky podla

>
osi ¥, ¢im ziskame hladand rovnicu = + 1 = 0.

Doty¢nica v bode (0,0):
Uvazujme priamky prechadzajice tymto bodom. Parametricky priamku X, (0,0) €
A zapiSeme ako A = {P | P = (lit,lst),t € C}. Prienik s krivkou ziskame

dopocditanim parametra ¢ z rovnice
ot — 2 4 g2 -0

(llt)4 - (llt)2 ‘|‘ (lzt)Q = 0
-5+ =0
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Vidime, ze v8etky priamky prechadzajuce bodom (0,0) maji v tomto bode

s krivkou asponi dvojnésobny prienik. Trojnésobny prienik mé priamka, pre ktoru

Riesenfm je ls = %1y, teda (I1,s) € {(1,1), (1, —1)}.

X

Obréazok 2.2: Bod (0,0) krivky C : f(z,y) = 2* — 22 + 9? je prikladom
singularity, ktord nazyvame obycaynd - ku krivke v tomto

bode mame rézne dotycnice.

Krivka obsahuje bod, v ktorom Tubovolna priamka pretina krivku aspon dvakrat.
V predchadzajicom priklade (pr. 2.1) sme doty¢nicou nazvali priamku, ktora sa
od ostatnych ligila poc¢tom priese¢nikov v danom bode. Rovnako i tu, doty¢nicou
v bode budeme nazyvat takuto vynimo¢na priamku, teda v nasom pripade taku,

ktora ma s krivkou C v (0,0) aspoii trojnasobny priese¢nik (obr. 2.2).

Zovseobecnime si pojem doty¢nice v nasledujicej definicii:

Definicia 2.1 (Doty¢nica): Uvazujme krivku C a bod P = (p1,p2), P € C. Nech
[ubovoIna priamka prechadzajtca bodom P ma s C v tomto bode aspon r-nasobny
prienik. Dotycénicou ku krivke C v bode P nazveme taku priamku A, ktord masC v P

(r + 1)-nasobny prienik.
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Ukézali sme si, 7Ze krivka moze obsahovat body, v ktorych nastéva zaujimava situécia:
méame v nich ku krivke nie jednu, ale viacero dotyc¢nic. Takato situacia zodpovedala

tomu, Ze lubovolné priamka mala s krivkou v uvazZovanom bode viacnésobny prienik.

Definicia 2.2 (Singularny a regularny bod): Majme krivku C a na nej bod P.
V pripade, Ze Iubovolné priamka ma v bode P s C aspon dvojnasobny prienik, bod P
nazveme singuldrnym bodom krivky, alebo skratene singularitou. V opa¢nom pripade

ho budeme nazyvat requldrnym alebo jednoduchgm bodom krivky.

Definicia 2.3 (Dotykovy kuZel'): Zjednotenie vSetkych doty¢nic v singularnom

bode krivky nazveme dotykouvij kuZel.

Definicia 2.4 (Singularna a regularna krivka): Krivku, ktorej vetky body st
regularne, nazveme reguldrnou, krivku s aspofi jednym singularnym bodom nazveme

singuldrnou.

Definicia 2.5 (Oby¢ajna a zloZena singularita): Uvazujme krivku C a jej sin-
gularny bod P. Ak dotykovy kuzel v P tvoria navzijom rozne dotyc¢nice, bod P
nazveme obycajnou singularitou. V opa¢nom pripade ho nazveme singularitou zloZe-

nou.

Prikladom oby¢ajnej singularity je bod (0,0) v pr. 2.2. ZloZenu singularitu si ukazeme

v nasledujicom priklade.

Priklad 2.3: Uvazujme Stvorlistkovi ruzu (ang. quadrifolium) C : f(z,y) = (2? +
)P — da?y?.

1. Krivka je symetricka podla osi = aj podla osi Y a ma s nimi spolo¢ny jediny
bod (0,0).

2. Doty¢nica v bode (0,0):
Dosadenim parametrického vyjadrenia priamky X\ : P = (l1¢,[5t),t € C do rov-

nice C vidime, Ze bod (0, 0) je opét singularnym bodom:
(CL’2 + y2)3 _ 4x2y2 =0

(L)% + (19t)?)? — 4(111)%(1ot)? =0
(2 (3 +13)® — 41313) =0
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Lubovolna priamka prechadzajuca bodom (0,0) mé s krivkou aspon §tvorna-
sobny prienik. Doty¢nicou je priamka, pre ktort plati rovnost 41213 = 0, ¢ize
ak [ =0V Iy = 0. Pretoze pri rieSeni rovnic musime prihliadat na nasobnost,

ziskame az Styri po dvoch totozné smerové vektory:

BUNV
(llal2) € {(071)7<1a0)}
Doty¢nice st potom priamky po dvoch totozné so stiradnicovymi osami:

A =X={P|P=(0,t), teC} (V)
As=XA={P|P=(0), teC} (7)

Bod (0, 0) krivky na obr. 2.3 je teda znova prikladom zloZenej singularity.

X

Obrazok 2.3: Stvorlistkova ruza C : f(z,y) = (22 + y?)3 — 42%y® ma v
zlozenej singularite (0,0) styri doty¢nice, po dvoch totozné

so stradnicovymi osami.

V predchadzajucich prikladoch sme si ukazali krivku, ktord mala v Tubovolnom bode
prave jednu dotycnicu a dve krivky s viacerymi doty¢nicami v jednom bode. Takto sa
nam podarilo rozdelit body krivky na regularne a singularne, a singularity na obyc¢ajné
a zlozené. Namieste je preto otazka, ¢i existuje nejaky rozumny pristup, ktory nam
umozni pre Tubovolnd krivku jednoducho a presne urcit doty¢nicu v zvolenom bode

a/alebo singularne body, ak krivka nejaké ma.
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2.2 Singularne body

Majme krivku C ur¢ent implicitne polynéomom f(x,y) stupiia n. Uvazujme bod
A = (ay,a3) € C a nim prechadzajicu priamku A so smerovym vektorom 1 = (I, l5).
Rovnicu priamky A potom vieme zapisat v tvare A = {P | P = (a; +l1t, a3 +lst), t €
C}, ¢o niekedy budeme skratene zapisovat ako A: P = A+ tl,t € C.

Priese¢nik Q) = (q1,q2) € ANC vieme ziskat tak, Ze dosadime parametrické vyjadrenie

priamky do implicitnej rovnice krivky:

FA+1) = flay + th, as + tly) = f(z(t),y(t)) =: g(t)

a dopoc¢itame korene ¢ polynomu g¢(t). Tieto dosadime do vyjadrenia priamky a
ziskame stradnice ().
Jednym z rieSeni je urc¢ite bod A, pretoze sme ho volili tak, aby sucasne patril krivke

aj priamke. Reprezentuje ho koren t = 0, pretoze:

flay,az) = f(ay + 0l az + 0z) = f(x(0),y(0)) = g(0).

Ukézali sme si, ako moézeme vypocitat siradnice bodov prieniku krivky a priamky.
Teraz sa skisme pozriet, ¢i nAm g(t) nevie o priese¢nikoch povedat i nie¢o viac, nez

len suradnice. Konkrétne nas bude zaujimat spravanie v bode A.

Vyraz ¢(t) je polynom jednej premennej. Mozno ho podla ¢ v bode a rozvinuf

do Taylorovho radu (takyto rozvoj ozna¢me g[t,a]), ¢im ziskame vyraz

Pretoze bod A zodpoveda nule ako korenu g, dosadenim a = 0 sa nam rozvoj vyssie

zredukuje na MacLaurinov rad:

Nl 1/ 1//21///3 _ool(i) )
glt,a = 0] = g(0) + 17 9'(0)t + 5 6" (O)F + = " (0)F" + ... —Z,—'g (0)¢
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ZapiSme si podrobne niekolko prvych ¢lenov tohto rozvoja:

9(0) = f(x(0),4(0)) = flar,a2) = 0

s O of Ox  Of Oy
9(0) = 5, 90) = (895 o "oy ay at)

af of
=3, )E( ) 8_y( )E
= fo(A)2:(0) + f,(A)y:(0) =
= (Al + fy(A)l2

g”(O) = %g,(o) = 2 (fmll + fyl2)

Ofe 3fy
<l1 o T )

[, (0f, 0x  Of. Oy of, 0z 0f, dy
= {h((% ot oy 8t>+l2(8x o oy ot

(a
=l [fea(A)2e(0) + foy (A)ye(0)] + b2 [fya(A)2:(0) + fyy (A)1: (0)] =
= ll [f:mc(A)ll + fa:y(A)ZZ] + l2 [fyx<A>l1 + fyy(A)ZQ] =

A = (ay,a2)
t=20

(0) =

(ag,ag)
0

A= (a1 ag)

A = (ag, az)

Dosadme predchadzajuce vyrazy do povodného rozvoja:

1
//(O)tQ 4+ —

1 1
glt. 0] = 9(0) + 17 5 (O} + 5 o A ()

a1 9

Flfe+ Lf,)t+ = [lzfm 2l foy + 5 fy ] 2+ +

=9(0
. K Yirs+ @U-% oyt () fw} e
1 (70N . ,
7 (Z ()bt (A)> =

7=0
(Z ()bt <A>) t

j=0

Poznamka: (x) Derivacie polynomu g(t) vyssieho ako n-tého radu nemusime uvazo-
vat, pretoze vtedy ¢ (t) = 0 pre lubovolné m > n,m € N. Taktiez, kedZe g(0) = 0,
sta¢i nam uvazovat Cleny pre i > 1.

A = (a1,a2)

i1 5

—

*

\./
| —

|

~.
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Predchéadzajuce odvodenie nam umoziiuje reprezentovat polynom g(t) ako konecny
stcet (nenulovych) ¢lenov zavisiacich iba od ¢. Skisme sa spolu pozriet, ¢o na zaklade

toho vieme povedat o krivke C v bode A.

1. Bod A sme volili tak, aby A € C. Preto 0 = f(A) = f(A+01) = f(a1+00, a2+
0l2) = g(0).

2. Nech f, a f, nie st v A stucasne nulové: [f,(A) #0V f,(A4) # 0].

V takomto pripade rozvoj g(t) obsahuje linearny ¢len. Tuto skuto¢nost inter-
pretujeme tak, ze takmer kazda priamka prechadzajica bodom A méa v tomto
bode s krivkou C jednoduchy priese¢nik. Jedinou vynimkou je priamka, ktord
linearny ¢len eliminuje - to je t4, pre ktort plati, ze f,(A)l + f,(A)ly = 0. Prie-
sefnik tejto priamky s krivkou je (aspon) dvojnasobny (najmensi ¢len rozvoja
po dosadeni (I3, 13) je (aspon) kvadraticky).

Tato priamku sme nazvali dotycnicou krivky C v bode A. Smer jej normaly
je (fz(A), fy(A)). Bod A sme nazvali jednoduchym alebo reguldrnym bodom
krivky C.

3. Nech [f,(A) =0A f,(A) =0].
Rozvoj polynému potom urcite neobsahuje linedrny ¢len, ¢o znova geometricky
interpretujeme tak, Ze Tubovolné priamka prechadzajica cez A ma v A aspon
dvojnésobny prienik s C. Ak navySe aspon jedna druha derivacia f v A je
nenulové:

[fa(A) # OV fay (A) # OV fiy(A) # 0],

potom rozvoj glt,0] obsahuje kvadraticky ¢len. Cize takmer vSetky priamky
prechadzajice cez A maja s C dvojnasobny prienik. Avsak priamky splhajice
predpis ¢”(0) = 0 maja s C (asponl) trojnasobny prienik.

Vyraz ¢”(0) vieme vdaka algebraickej uzavretosti pola C tuplne faktorizovat

na linedrne komponenty

g"(0) = (Birls + Biale) (Barly + Basld).

Ziskame smery normal dotykového kuzela krivky C v A, vektory (011, 12) a
(Ba1, B22)-

Bod A je singuldrnym, konkrétne dvojnédsobnym bodom krivky C.
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r < n Nech vSetky derivacie polynému ¢(0) az do radu r — 1 su nulové, t.j. ¢'(0) =
g"(0) = ... = g"=Y(0) = 0. Nech aspoii jedna derivacia radu r nenadobida
hodnotu 0. Potom takmer vSetky priamky prechadzajice bodom A majisCv A
r—nasobny prienik a zaroven existuje prave r priamok takych, Ze ich priese¢nik
s C je (aspofi) (r + 1)-nasobny. Faktorizaciou ¢ (0) na linearne komponenty
ziskame smery normal doty¢nic — v2ektory (61, 8i2),i = 1,...,7.

Bod A je potom r—nésobnym bodom krivky C.

Poznamka: Niekedy bude pre nas vyhodné oznacovat bod nepatriaci C ako bod
s nasobnostou nula. NavySe, je potrebné si uvedomit, ze pojmy “nasobnost bodu”
a “nasobnost priesecnika” spolu suvisia, ale nepopisuju to isté. Nasobnost bodu je
vlastnost krivky v tomto bode. Nasobnost priesecnika zavisi od priamky, ktord uvazu-

jeme.

7 nasich predchadzajicich tvah je zjavné, Ze nutnou aj postacujicou podmienkou
singularnosti bodu A je platnost f(A) = f.(4) = f,(A) =0.

V prikladoch 2.1 - 2.3 sme vzdy pracovali lokilne: vybrali sme si nejaky konkrétny
bod a sktmali, ako sa krivka v iom sprava. Vybudovana teéria nam vSak umoziuje

uchopit krivku globalne, ¢o si ukdZeme v pripade kruznice a Geronovej lemniskaty.

Priklad 2.4: UvaZujme opif jednotkovt kruznicu C : f(x,y) = 2% +4* — 1 a skiisme
najst jej singularne body.

Ukézali sme si, Ze nutnou aj postacujicou podmienkou singuldrnosti bodu krivky je
rovnost prvych parcidlnych derivicii v tomto bode nule. Preto ak kruznica ma nejaké

singularne body, tuto podmienku musia spliat:

O 2% =0 = =0
—

af—f—Q 20=0 <= y=0

ay_y_ y

Mame teda jediného kandidata na singularny bod, a to (0,0). Jednoduchym dosadenim
vSak zistime, Ze tento bod na kruznici nelezi. Preto C nem4 Ziadne singularne body,
je reguldrnou krivkou. Geometricky tento fakt interpretujeme tak, Ze kruznica mé
v Tubovolnom svojom bode (x,y) prdve jednu doty¢nicu. Vdaka nasim poznatkom

vieme ur¢it i jej normélovy vektor, je to n = (f,, f,).
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Pre bod napr. (—1,0) mdme n = (f, fy)|-1,0) = (22, 2y)|(-1,0) = (—2,0) a doty¢nica
mé rovnicu -2z —2=0 <= z+1=0.

Vidime, Ze sme sa dopracovali k rovnakému vysledku ako v priklade 2.1.

/\\

\ /
\ /

Obréazok 2.4: Kruznica C : f(z,y) = 22 + y? — 1 je regularna krivka.

Priklad 2.5: Najdime singularity Geronovej lemniskaty C : f(z,y) = 2* — 2% + 3°.

0
—f = f. =423 — 2x 1
Oz 473 — 2% = 0 <= 2=0Vao=-+——
e \/§
of 2 = 0 < =0
EM =1y =2y y ’
)

1 1
Pre C mame troch kandidatov na singularny bod: (0, 0), <— , O) , (—

V2 V2

nim zistime, ze na lemniskate lezi iba jediny z uvedenych bodov, a to poc¢iatok sistavy

, 0) . Dosade-

stradnic. Na predchadzajtcich stranach sme si tiez ukazali, ako ur¢it ndsobnost (sin-
gularneho) bodu - sta¢i najst prvii nenulovi derivaciu v tomto bode. Pre (0,0) preto

mame:
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fa |(0,0): 4o — 2z |(0,0): 0

fo loo=" 2y Joo= 0
fre |(0,0) = 12z -2 |(0,0) = =2
fry looy= 0 ooy = 0
foy o) = 2 l00) = 2

Vidime, ze prva nenulova derivécia je druhého radu, preto singularny bod C je dvoj-

nasobny bod.

Obrézok 2.5: Geronova lemniskita C : f(z,y) = 2% — 22 +y? je singuldrna

krivka s dvojnasobnym bodom v (0, 0).
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Zobrazenia medzi krivkami

Tak ako v predchadzajucej kapitole, i pri dalsich nagich avahach pracujeme v poli C.

3.1 Parametrizacia

V predchéadzajucej kapitole sme pri snahe uchopit krivku matematicky pouzili im-
plicitng zdpis (alebo zapis, ktory sme na implicitny previedli), ¢ize polynoém f(x,y)
stupna n. Tento sposob vSak nie je jediny, ¢asto nam viac o krivke prezradi jej para-
metrické vyjadrenie, hoci nie vzdy je mozné ho najst.

Kazdopadne, cheeli by sme pomocou jediného parametra popisat celi krivku (neskor
uvidime, Ze to tak celkom nepojde) — ¢ize Ziadame, aby parametrizicia krivky C bolo

po zlozkach definované zobrazenie

p: C +— A%(C)
t — (1), e2(1)),

pre ktoré plati
Viz,y)eC  FHeC:  (z,y) = (e(t), ¢a2(1))

Invmi slovami, zobrazenie ©(t) je parametrizaciou, ak nim vieme popisat Tubovolny
y ) @ Jep , pop Yy

bod krivky.

Poznamka: Casto budeme pri znamom kontexte kvoli lepsej Citatelnosti a prehlad-

nosti zapisu vynechavat premennu ¢, teda pisat ¢ = (¢1, ¢2).

22
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V nasledujicej c¢asti si ukdzeme parametrické vyjadrenie niektorych znamych kriviek.

Priklad 3.1: Uvazujme priamku A so smerovym vektorom 1, prechadzajticu bodom
A.

Parametrické vyjadrenie priamky sme pouzivali v predchadzajticej kapitole, a ¢i-
tatelovi je urcite zname i zo strednej sSkoly.

Pre zadany smerovy vektor 1 = (I3,13) a bod A = (a1, a2) € A ziskame vyjadrenie A

(resp. v8etkych jej bodov (x,y)) ako

xr = 1 = a3+t

Yy = p2 = agt+lt t€C
Priklad 3.2: UvaZujme krivku C zadant implicitne rovnicou f(z,y) = y? — 22 — 2.
Jednoduchym overenim zistime, Ze krivka je komplikované singularitou v pociatku,
preto odhadnit predpis ¢ nie je také jednoduché ako v pripade paraboly (pr. ?7).
Na vyrieSenie ulohy pouzijeme podobny postup ako v prvej kapitole pri hladani

doty¢nic: budeme skimat prienik priamky a krivky.

Uvazujme priamky A a k. Nech A prechadza pociatkom ststavy sturadnic a ma
predpis A : y = kx. Nech k je dana predpisom K : x — 1 = 0. Pozrime sa na ich
priesec¢nik.

Pre jednoduchost vypoc¢tu si vyjadrime jednu z priamok v parametrickom tvare, nech
je to k. Potom mame & : (1,0) +¢(0,1) = (1,¢),t € C (mo6Zeme sa na fiu pozriet ako
na jednorozmerny parametricky priestor v premennej ¢, ktory sme vnorili do roviny).

Dosadenim predpisu k do rovnice A ziskame
kNA=(Lt):t=1k = k=t

Vidime, Ze sa ndm podarilo vyjadrit A pomocou parametra ¢t ako X : y = tz. Priamku
A méame parametrizovani, preto na vypocet A N C staci dosadit parametrické vyja-

drenie A do rovnice C:

A y = tx
C: 2= 22448
Y r = t*-1
- t(t* —1)
ANC: (tx)? = 22+23 Vo=
2 = 142z
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Korektnost néjdeného predpisu parametrizacie p = (1, @9) : t — (2 — 1,¢(t* —

1)),t € C overime dosadenim:
B2 =122 - -1)2= (=12 = -1 [#-1)-(t*-1)] = 0 vteC.
Navyge pre tplnost ukazeme, Ze takto vieme popisat vsetky body (x,y) € C:

y* = 2*(1+ )

(9)22(1+x)

X

Zvolme si pre x # 0 substiticiu Yy =: t, pomocou ktorej ziskame predpis pre x = % .
x

Overme, 7e ¢(t) = (x,y) € C :

2—1=z vt € C.

Pre z = 0 dosadme t = 1, resp. t = —1. V oboch pripadoch plati, ze ¢(t) = (0,0) €
C.

X

Obrazok 3.1: Kubickd krivka C : f(x,y) = y? — 2% — 23 m4 parametriziciu
o t— (2 —1,t(t? = 1)).



3. ZOBRAZENIA MEDZI KRIVKAMI 25

Uvedme si eSte jeden priklad, konkrétne parametrizaciu kruZnice metodou stere-

ografickej projekcie.

Priklad 3.3: Uvazujme jednotkovt kruznicu C : f(z,y) = 2% +y* — 1.
Urobme podobnii konstrukciu ako pri kubickej krivke z pr. 3.2, priamku vSak nechaj-
me prechadzat bodom (—1,0) € C a nie poc¢iatkom.

Smernicova rovnica priamky je
Aty = tz+1), teC

Odtial prienik A N C vypocitame nasledovne:

Ay = txz+1)
C: y>» = 1—2?
a
ANC: t2(z +1)? = 1-2? g
+D)P+)+@-1)] = 0 p=ze€ {—17 1;# }
(z4+1D)[z1+)+2-1)] = 0
Dopocitajme y.
Pre z = —1 mame z rovnice priamky y = 0, ¢o je ocakdvany vysledok, pretoze

priamky sme tumyselne volili tak, aby tymto bodom krivky C prechadzali. Zaujimavy

je preto druhy bod prieniku, pre ktory plati
1—¢

y = tet+1) = t(1—+1) _

+1

ot
14 ¢2

Ziskavame parametriziciu kruznice

= ( )it S teC
= : —_—— —
2 ¥1, P2 1—|—t2’1+t2 )

spravnost dokazeme dosadenim.

Pri overovani, & V(z,y) € C vieme takto vyjadrit, narazime na problém: pre bod

(—1,0) to nie je mozné — nevieme najst také t € C, aby ¢(t) = (—1,0):

1—¢ 2t
(1+t2 B _1> " (1+t2 B 0)
(1-¢ = -1-t) A (2t = 0
2 = 0 A (¢ =0 nikdy!
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X

Obréazok 3.2: Jednotkova kruznica C : f(z,y) = 2?+y>—1 ma parametriza-
11—t 2t

i 1—1-152> pri stereograf. pr. z (—1,0).

ciu 1t — <
Ukéazali sme si niekol'ko kriviek a ich parametrizicii: pri priamke sme ¢ vedeli odhad-
nat hned (pr. 3.1), v pripade singularnej kubickej krivky (pr. 3.2) sme ho pracne
skongtruovali. Kruznica (pr. 3.3) nas prekvapila predpisom, ktory okrem toho, Ze
nepopisoval krivku celi, navySe nebol polynomicky.
Vsetky naSe pozorovania nas privadzaju k zisteniu, ze nasa predbezné definicia para-
metrizacie zo zaciatku kapitoly je prilis striktnd. Potrebujeme taki, ktord bude
zodpovedat nas$im ocakévaniam a pritom bude dostatoc¢ne flexibilna.

Ukazuje sa, ze takymto uzito¢nym nastrojom si raciondlne funkcie.

Definicia 3.1 (Racionalna funkcia): Funkcia f(z1,...,2,) je raciondlna, ak ju
vieme vyjadrit ako f(xy,...,x,) = pgl’—% , pricom p(xq,...,x,),q(x1, ..., xy)
st polynéomy nad polom C v premelc’llny’léﬁ xl’, n X aq(xy, ..., x,) Z 0.
Navyge /

g = % = pqd —pq = 0.
Poznamka: Odteraz budeme polynémy nad polom C v premennych x4,...,x, oz

nacovat C[xy, ..., z,], racionalne funkcie nad C v x4, . . ., z,, budeme oznacovat C(z1, . ..
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Pretoze racionalna funkcia je podiel polynémov, moze sa stat, ze pre niektoré hodnoty

nie je definovana. Konkrétne su to tie hodnoty, kde menovatel nadobuda hodnotu 0.

Definicia 3.2 (Defini¢ny obor racionalnej funkcie): Uvazujme racionalnu funk-
p(z1, ..., xp)

. Definicngm oborom f(xy,...,x,) nazveme husti
q(x1,. .., xy,)

ciu f(xy,...,x,) =

otvoreni mnozinu

dom f(xy,...,x,) = {(z1,...,2,) € C" | q(x1,...,2,) # 0}

Definicia 3.3 (Obor hodnét racionalnej funkcie): Uvazujme racionalnu funk-

ciu f(zq,...,x,). Oborom hodnét f(xi,...,r,) nazveme mnozinu

range f(zy,...,x,) ={y € C| 3 (x1,...,2,) €dom f(xy,...,2,) : f(z1,...,2,) =y}

Definicia 3.4 (Graf racionalnej funkcie): Uvazujme racionalnu funkciu f(zq,...,z,).

Grafom funkcie f nazveme mnozinu

Iy={(z1,...,20n,y) | (x1,...,2,) €dom f(z1,...,2,) N y= f(z1,...,2,)}.

Definicia 3.5 (Racionalna krivka): Krivku C : f(z,y) = 0 nazveme raciondlnou,

ak existuje ¢(t) = (p1(t), pa(t)); @1, 02 € C(t), zZe

1. az na kone¢ny pocet vynimiek je pre t € C bod (p1(t), ¢2(t)) definovany a lezi

na krivke.
2. az na kone¢ny pocet vynimiek je kazdy bod krivky obrazom nejakého t € C.

NavySe, k @o(t) musi existovat inverzné zobrazenie (z, y)

V(,y): (v,y) —

také, ze
@ o ¢ = idCQ
Yoy = ide,

Poznamka: Predchédzajica definicia ndm hovori, kedy je krivka parametrizovatelna.

Priklad 3.4: Zoberme krivku so singularitou v pociatku z pr. 3.2 zadani parame-
tricky ako p(t) = (1 — 1,t(t* — 1)).
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Uvazujme zobrazenie ¢(z,y) = Y. Zobrazenie je definované vzdy okrem situicie,
x
kedy

tP—1=0 < t=+1.
Korektnost ¢ (z,y) overime dosadenim:

t e -1t - 1) -5t

Priklad 3.5: Uvazujme parabolu C zadani parametricky ako ¢ : t —— (£, t?) =
(z,y).

Overime, Ze @ je naozaj parametrizaciou — dosadenim, alebo intuitivne, ked si pred-
stavime, ze “dvihame” os 7 na parabolu.

Teraz najdime inverzné zobrazenie — chceme, aby platilo ¢ (z,y) = t. Na to stadi
premietnut parabolu spit na os. Odtialto mame v, : (z,y) — z. Jednoducho
overime, Ze takto definované ¢ je naozaj inverznym zobrazenim.

Sktsme vSak uvazovat i (x,y) = % . Po dosadeni opat mame v, (z,y) = t. Narozdiel

od 11 vSak 1), nie je definované vsade.

W fo

Obréazok 3.3: Parabola C : f(x,y) =y — 2% m4 param. ¢ : t — (t,12).

Ukazali sme si, Ze inverzné zobrazenie nemusi byt urcené jedozna¢ne, no nasledujice

definicie naAm hovoria, Ze sa ligia iba na prvy pohlad.
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Definicia 3.6 (Regularna a racionalna funkcia na krivke): Uvazujme krivku C
a funkciu ¢ : C — C. Ak 3f € Clxy,..., 2z, (C(zy,...,z,)) také, 7e p(P) =

f(P) VP € C, potom ¢ nazveme requldrnou (raciondlnou) funkciou na C.

Definicia 3.7 (Saradnicovy okruh krivky, mnoZina rac. funkcii na krivke):

Uvazujme krivku C. Mnozina vSetkych regularnych funkcii na C je
C[C] ={f | f je regularna na C}

a nazyvame ju suradnicovy okruh krivky C.

Mnozina raciondlnych funkcii na krivke C je

C(C) = {i | f,g € C[C] A g je nenulovy na otvorenej podmnozine C} ,
g
pricom
/
g = 5 < f¢—fg = OnaC.

Poznamka: Podmienkou, Ze nejaky polynoém je “identicky rovny 0 na C” mame
na mysli, ze tento je ndsobkom polynému, ktory definuje krivku. Definujici polyném

krivky je “nulou na C”, lebo vSetky body krivky po dosadeni davaji nulu.

Teda (regularne alebo racionalne) funkcie, ktoré sa na nasej krivke (resp. vSade tam,
kde st na nej definované) spravaju rovnako, si pre nas totozné. Spréavanie funkcii

mimo krivky nés nezaujima.

Vratme sa k predchédzajicemu prikladu, kde sme nagli dve rézne inverzné zobrazenia
parametrizacie paraboly: 11(x,y) = x a ¥o(z,y) = Y Povedali sme si, ze si rozne
T
iba zdanlivo — teraz si ukdzeme, 7e patria do C(C):
x y )
(¢1($7y) = %(fr,y)) = (T = ;) = (m -y = 0)

Pretoze parabolu mame zadant ako C : f(z,y) = y — 2%, &ze f(z,y) je nula na C,

tvrdenie plati.
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3.2 Izomorfizmy a biracionilne zobrazenia

V predchadzajicej ¢asti sme sa na zobrazenie ¢ pozerali ako na zobrazenie medzi dvo-

ma priestormi, ktoré parametru ¢ priradilo bod (x,y) v rovine:

p: C'' — A%C)
t — (zy)  kde (z,y) = (p1(t), p2(t))

Pri parametrizécii paraboly (pr. 7?) sme si pri konstrukcii zobrazenia ¢ pomohli
predstavou, ze “dvihame” os 7 na parabolu. Na C! sme sa teda nepozerali ako
na jednorozmerny priestor parametrov ¢, ale ako na priamku v rovine. Prirodzene
preto vyvstava otazka, ¢i mozeme definovat zobrazenie medzi Tubovolnymi krivkami,

nielen medzi priamkou a inou krivkou (parametrizaciu) a ak éno, za akych okolnosti.

Definicia 3.8 (Racionalne zobrazenie): Majme krivky C;,Cy C A?(C). Zobraze-
nie p(x,y) : C; — Cy sanazyva raciondlne, ak existuju racionalne funkcie o1 (x,y), p2(x, y)
definované na hustej otvorenej podmnozine C; také, ze vSade, kde st definované, plati
e(x,y) = (p1(z,y), p2(z, 9)).

Rovnost (totoznost) dvoch racionalnych zobrazeni definujeme podobne ako v pripade

racionalnych funkcii.

Definicia 3.9 (Regularne zobrazenie (morfizmus)): Ak obe zobrazenia ¢ (z,y)
a po(x,y) z predchadzajicej definicie st polynémy, ¢(z,y) nazyvame reguldrne zo-

brazenie alebo morfizmus.

Definicia 3.10 (Dominantné zobrazenie): Uvazujme racionalne zobrazenie ¢(z,y) :

Ci — Cy. Ak (Cy) je husta v Cq, ¢ nazveme dominantné.

Predchéadzajica definicia dominantného zobrazenia velmi pripomina definiciu sur-
jektivnosti. Pretoze vSak uvazujeme ¢ racionélne, toto nemusi byt definované vsade.
Preto mu umoziujeme niektoré hodnoty nenadobidat, avSak vyzadujeme, aby ich
nebolo “privela”. Co to znamen4?

Biraciondlne zobrazenia mozno definovat i v priestoroch s vy$Sou dimenziou a/alebo
na zlozitejsich objektoch ako si krivky. Tam sa lepSie ukdze, pre¢o dominantné zo-

brazenia definujeme prave cez husté mnoziny: napr. pri plochach sa moze stat, ze
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zobrazenie nie je definované na celej krivke, nielen iba na kone¢nej mnozine bodov.
Pretoze plocha bez jednej krivky tvori hustd mnozinu, zobrazenie je stale racionalne

— hoci je nedefinované na nekonecnej mnozine.

Pri parametrizicii sme sa pytali, ako vyzera inverzné zobrazenie k ¢. Tato otézka je

namieste 1 teraz.

Priklad 3.6: Uvazujme kruznicu C : f(z,y) = 2* + y* — 1. Metoédou stereografick-

ej projekcie z bodu (—1,0) sme v pr. 3.3 skonStruovali parametrizaciu (t) =

1—t* 2t
—— , —— |. Ak sa vSak ¢ pozrieme ako na zobrazenie medzi krivkami v afinnej
1+¢27 142

rovine, ziskame predpis

o(z,y) : (2,0) — <1—x2 2 )

142271+ 22

ktorého spravnost overime dosadenim:

2

i) = <l—x2)2+< 2 ) L

14 22 14 22
(1—2?)" 4 (22)° — (1 +2?)? 0
- (1 + 22)2 = 1+ a2)2 = 0 V(z,y)eC

Pri definicii racionalnej krivky sme vSak pozadovali i existenciu inverzného zobrazenia,

ktoré kruznicu zobrazi spiat na priamku. Pretoze vieme skonStruovat zobrazenie

sl @) — (1250

a plati, ze

(2,0) =% (1_932 2 ) S (2,0)

142271+ 22
1_
() (””0) 2 (,y),
Yy

kruznica je naozaj racionilnou krivkou.

Priklad 3.7: Uvazujme parabolu C : f(z,y) =y — 2°.

Predstavu o “dvihant” osi  (priamky) moZeme popisat morfizmom ¢(z, 1) ako

p(x,y) : (2,0) — (2,27
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Inverzné zobrazenie ¥ (x,y) je premietanim na os ‘5, teda “zabudanim” druhej stirad-
nice

(@y): (zy) — (2,0)
a naozaj plati

(2,0) 5 (z,22) 5 (2,0)

Preto ¥ (z,y) je mofizmom paraboly a osi T

Predchadzajice dva priklady naznacuji, zZe medzi krivkami C;,Co moze existovat
obojstranny vztah: vieme najst zobrazenie, ktoré transformuje C; na Cy a iné, ktoré

zobrazuje Cy na C;.

Definicia 3.11 (Biracionéalne zobrazenie): Majme krivky C;,Co C A%(C). Ra-
cionalne zobrazenie p(z,y) : C; — C sa nazyva biraciondlne, ak existuje racionélne
inverzné zobrazenie 1(x,y) : Co — C; a viade tam, kde st ¢(z,y), ¥ (x,y) definované,
plati:

p(z,y) op(z,y) = idg,

Uz, y)op(r,y) = ide,
Ak je zobrazenie ¢(z, y) biracionalne, krivky Cy, Co nazyvame biraciondlne ekvivalent-
neé.
Poznamka: Kruznica v zobrazeni o(z,y) 7z pr. 3.6 je biraciondlne ekvivalentna

>
S osou T.

Definicia 3.12 (Izomorfizmus): Majme krivky C;,C; C A?(C). Regularne zo-
brazenie ¢(x,y) : C; — Cy je izomorfizmus, ak existuje regularne inverzné zobrazenie
W(z,y) : Co — C; a plati:

o(x,y)o(x,y) = ide,
Qﬂ(I,y)Oﬁp(l’,y) = idC’l

Ak je zobrazenie (z,y) izomorfizmus, krivky Cy, Cy nazyvame izomorfné.

Poznamka: Parabola v zobrazeni p(z,y) z pr. 3.7 je izomorfné s osou .

Vidime, ze krivky mozno rozdelit do skupin, kde v ramci jednej skupiny st krivky

navzajom biracionalne ekvivalentné. Navyse plati nasledujica veta.
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Veta 3.1: Dominaniné biraciondlne zobrazenia definuji reldciu ekvivalencie “~” na mno-

zine rovinngch kriviek.
Doékaz: Uvazujme krivky Cq,Cs, Cs.
1. Relacia je reflexivna, pretoze C; ~ Cy plati pre identické zobrazenie

idcli C1 — Cl
(z,y) — (2,y)

ktoré je nielen biracionélne, ale i bijektivne a vSade definované, teda je izomor-

fizmom.
2. Relacia ~ je symetrickd, ak
(C1 ~Cq) = (Cy ~ ().
Pretoze C; ~ Cy, existuju také zobrazenia

P12 - G — G
wzli Cz - Cl

7e su racionalne a navzajom inverzné. Preto mozeme zvolit

pa1: Co — Ci, 02 =9
Yo Co — Co Y12 =10
¢im ziskavame Cy ~ Cy.
3. Poziadavku tranzitivnosti relacie ~ mozeme forméalne definovat ako platnost

tvrdenia

(C1 ~ Cg) N (CQ ~ Cg) = (Cl ~ C3)

Pretoze C; ~ Cy a Cy ~ C3, existuji raciondlne navzajom inverzné zobrazenia

pra: € — G a a3 Cp — C3
Yt G — G Pz C3 — Co
také, ze
12091 = idg, N P23 013y = idg,
Y1012 = ide Y320 po3 = idg,
Zobrazenia

Y13 = P23 0 P12
g1 = P91 0 Y3y
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existuju, pretoze z predpokladu vety uvazujeme dominantné zobrazenia, ¢o nam
ich umoznuje skladat. Obe 13,13, st raciondlne, pretoze vznikli zlozenim
racionalnych zobrazeni, a hned uvidime, Ze si i navzajom inverzné, preto i3

je biracionalne. Staci dokézat platnost

P30z = ide,
Y1093 = ide,
na co staci obycajné dosadenie:

asocC.

P130 Y3 = (@23 o 9012) o (?/121 o 77/132) P23 © (3012 o ¢21) 0 139

= P23 0 ide, 0 P39 = P23 © P32 = idg,
1/131 Y13 = (1/)21 o 1/)32) o (9023 o 4,012) = ¢21 o (¢32 o 9023) o Y12 =
= 91 0ide, 0 Y12 = 1 0 P12 = idg,

Relacia ~ je naozaj tranzitivna.

Ukézali sme reflexivnost, symetriu a tranzitivnost relacie ~, preto tato je ekvivalen-
ciou.

QED.O

3.3 Rozklad singularity

Predchadzajicu ¢ast kapitoly sme ukonéili vetou, podl'a ktorej mozno na zéklade rela-
cie “~” rovinné krivky rozdelit do tried, kde potom v ramci tej-ktorej triedy krivky
v uréitom zmysle nerozlisujeme — ¢ize krivky mozno za urcitych okolnosti “nahradit”
inymi, pricom sa ni¢ z1é nestane. Vynéra sa zaujimavé zistenie: vieme si zjednodusit
pracu so singularnymi krivkami - staci, ak nidjdeme ich biracionalne ekvivalenty bez
singularit, alebo so singularitami, ktoré su “krajsie” ¢i “jednoduchsie”.

Ako v8ak takuto biracionalne ekvivalentnt krivku najst? A ako vyzerd operécia,

ktoré nadm toto vSetko umoziuje?

Definicia 3.13 (Rozklad singularity): Uvazujme singularnu rovinna krivku C;.
Dvojicu (Co, p(z,y)) nazveme rozkladom singularity, ak Cy je regularna rovinna kriv-

ka a ¢(x,y) : Co — C; je biracionalne zobrazenie kriviek Cy, Cs.
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Priklad 3.8: Velmi jednoduchym a nam uz znamym prikladom rozkladu singularity
je parametrizacia. Vtedy je krivka biracionalne ekvivalentné s priamkou (pozri pr.
3.4, pr. 3.6).

3.3.1 Rozdutie roviny

Rozdutie roviny sa da kratko definovat ako konstrukcia plochy B C A3(C) bira-
cionalne ekvivalentnej s rovinou A?(C). Je v8ak dolezité si uvedomit, Ze pri ploche sa

moze stat, ze je nedefinované na nekonecne velkej mnozine — napr. na nejakej krivke.

Uvazujme rovinu A%(C) a pociatok siaradnic P = (0,0). Vyuzime fakt, ze Tubovolny
bod roviny lezi na nejakej priamke prechadzajucej P, a pokusme sa vytvorit hladant
plochu nasledovne: pre kazdy bod rozhodnime, na ktorej priamke lezi, a potom ho
podla toho vhodne zobrazme.

Ukazuje sa, ze vhodnym klasifikitorom bodu je smernica priamky « € C, pretoze

toto ¢islo dant priamku (a teda i vSetky jej body) popisuje jednoznacéne. Mame

Y=KT — ﬁ:y
T

Teraz kazdy bod transformujme tak, 7ze ho “zdvihneme” v kolmom smere o x, ¢im
vytvorime mnozinu G.

Dostavame sa k prvému problému: nie vSetky body roviny vieme takto spracovat,
pretoze nie vzdy vieme k vypocitat. Problémové st body, pre ktoré x = 0 — body

«—
na osi ¥. Tieto musime vynechat.

Pretoze naSou snahou je néajst biracionalne ekvivalentni plochu, body G ndm nesta-
¢ia (potrebujeme mnozinu bodov popisanti polynémom, a nie racionalnou funkciou).
Vytvorme preto nadmnozinu B D G, ktora uz plochou bude, a pritom bude najmengia

mozné: postaci, ak bod (0,0) nahradime priamkou z= {(0,0, z) | z € C}.

Teraz si predchadzajici slovny postup sformalizujme:

1. Konstrukcia mnoZiny G:

Zostavme racionalnu funkciu

SRS
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ktora ma defini¢ny obor
vi=domyg = {(z,y) € A*(C) |z # 0}
a graf

G:=Ty={(z.y,2) [y=az A z#0} C yxA(C) ¢ A*C)xA(C)=A%C).

2. Konstrukcia plochy B:

Dalej majme mnozinu bodov
B = {(z,y.2) |[y=2z} C A*C),
pre ktort zjavne plati G C B.

3. Presny popis plochy B:

Uvazujme morfizmus
.. A3C) — A%*C)
(z,y,2) — (2,9)

Pri restrikcii definiéného oboru 7, z mozného A*(C) iba na B C A*(C) mame
m.(B) =y U{P}
plati

‘P) =

T : — 1 '({P}Uy) = UG = B
iy =G

= {(0,0,2) |z € (C}}

Takto skonstruovani plochu B nazyvame rozdutim roviny v bode (0,0).

Ozna¢me inverzné zobrazenie k 7, ako o,. Potom B je biracionalne ekvivalentna

s rovinou, pretoze
o, y): A*C) — B (T, y,2): B —  A%(C)
Yy a
(%y) L (l’,y,;) (xvya 2) — (Ivy)
st racionalne a navzajom inverzné:
Oz y Tz
(xvy) — (fﬂa%g) — ($7y>
(z,y,2) ¥ (z,y) > (fc,y,y> = (2,y,2) <= (y=2z)naB.
x
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Obrazok 3.4: Rozdutie roviny v bode (0,0).

3.3.2 Odstranenie singularity

Uvazujme singularnu krivku C,. Upravme sistavu sturadnic tak, aby sa singularny
bod krivky nachadzal v pociatku (vhodnym posunutim), a zarovei aby os Y nebola
doty¢nicou v P (vhodnym otocenim). Vytvorme plochu B a ozna¢me ju f(z,y,2) =

rz — .

Ukézali sme si, Ze rozdutie je biracionalne, pretoze ho vieme popisat dvojicou racional-
nych zobrazeni (o, ,), ktoré st navzajom inverzné. Krivka C, C A%(C) sa preto
transformuje na nova priestorovii krivku C € B C A3(C). PretoZe singularny bod
P € C, sanachidza v pociatku, v rozduti bude nahradeny osou ?; do mnoziny C N z

budu patrit body, ktoré zodpovedaji smerom dotyc¢nic v P.

Zobrazenie 7, bolo premietanim B do roviny z = 0, ¢o pre C C B znamenalo, 7e
sa zobrazi na C, = 7,(C). Sktsme sa pozriet, ¢o sa stane, ak si vyberieme int rovinu

premietania, konkrétne rovinu y = 0.

Definujme premietanie do roviny y = 0 ako

Wy(x,y,z) : B — AQ(C)

(,y,2) — (2,2)

} — 1,(C) =: C, C A%(C)
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Na to, aby platilo C, ~ C,, potrebujeme este definovat o,(z, vy, 2) tak, aby oy, 7, boli
navzajom inverzneé.
Pretoze m, bolo premietanim, sta¢i ndm dourcit jednu suradnicu w tak, aby o, malo

predpis

oy(z,2): A*C) — B 2 platilo myo0, = idg,
(x,2) — (z,w,2) o,om, = ide

Na ur¢enie w si sta¢i uvedomit, ze 0,(C,) C B : f(z,y,2) = vz —y. Pretoze w =y,

méame w = xz a teda i cely predpis o,.

Napokon overme C ~ C,. Zobrazenie o, je racionalne, preto staci ukazat, Ze je

inverzné k m:

(x,y,2) LN (z,2) LN (x,z2,2) = (x,y,2) <= (y=uzz)

(2,2) 5 (z,22,2) > (,2)

Mame C, ~ C a C ~ C,. Vo vete 3.1 sme dokazali, Ze relacia “~” je tranzitivna.
Pre nas to znamené, Ze ak krivku C zobrazime biracionalne na dal8iu krivku, povod-

na C, bude aj s touto novou krivkou vo vztahu ~. Preto C, ~ C,,.

Vsetky uvazované zobrazenia st dominantné, preto konec¢ny predpis transformécie

o : Cy — C, vieme vyskladat ako

Ty T

(,y) — (z,2y,y) — (x,2Y).
Odtial mame

o= (01,02) =7, 00,: C, CA*C) — C,CA*C)
(ry)  —  (z,2y)

Predpis krivky C, ziskame dosadenim transformaécie o do predpisu C.:

f(a(a:,y)) = f(al(m,y),ag(x7y)) = f(x,acy)
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Obrazok 3.5: Rozklad singularity metédou rozdutia roviny v bode.

V nasledujucich prikladoch pouZijeme o na rozklad niektorych znamych singularit.

Priklad 3.9: UvaZujme nasu znamu kubickt krivku C : f(z,y) = y* — 2% — 3.

Jednoduchym overenim zistime, ze v bode (0,0) sa nachadza singularita:

0

0
52 /00 = 5.50.0) = 0

>
Pretoze os ¥ nie je doty¢nicou v bode (0,0), moZeme sa pokisit pomocou zobrazenia

o singularitu rozlozit:

o(x,y): C, — C
olz,y):  (v,y) (z,zy)
folxyy) = flo(z,y) = [flo(z,y),00(z,y)) =
= fle,zy) = () —2—2° = 2’[* —1-1]

Vznikli ndm dve krivky: priamka 22 = 0 (dvojnasobn4 os Z’), ktora nazyvame vijni-
mocnd priamka (ang. exceptional line) a parabola y?> = x + 1. Priamku zanedbéme

(dovod si vysvetlime a dokdZeme neskor), a za hladana krivku C, prehlasime parabolu
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X

Obrazok 3.6: Rozkladom krivky C : f(x,y) = y?>—2?—23 je Cy : fo(x,y) =
y?—1—uz.

folz,y) i=9* — o — 1.

Vidime, Ze k singularnej krivke sme nagli biracionalne ekvivalentni, vo vsetkych

bodoch hladki krivku — ¢ize sa ndm naozaj podarilo singularitu rozlozit.

Poznamka: Animéciu rozkladu tejto singularity a taktiez animéciu rozdutia roviny

je mozné vidiet na prilozenom CD.

Priklad 3.10: Uvazujme kubicki krivku C : f(x,y) = y* — 23,
Rovnakym sposobom ako v predchadzajicom priklade uvidime, ze v bode (0,0) je
krivka singularna a ze Y nie je dotycnicou v tomto bode. Rozlozme tato singularitu

pomocou zobrazenia o:

o(x,y) : Co — C
oz, y) : (z,y)  — (z,2y)
folxyy) = flo(xy) = flaay) = ()’ -2° = 2%y° -2

Vynimoc¢nou priamkou je znova dvojnésobné os ?7, hl'adanou krivkou je parabola

Co: [olz,y) =y —
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V prikladoch sme si ukazali, Ze pomocou ¢ vieme singularity naozaj rozlozit. Okrem
hladanej regularnej krivky C, nam vSak vznikla i (niekolkonasobna) vynimo¢né pri-
amka, o ktorej sme si povedali, ze ju nebudeme brat do tdvahy. Aky je vSak jej

vyznam? A preco ju naozaj mozeme zanedbat?

Zobrazenie o(z,y) = (x,zy) “stlaca” os Y: 2 = 0 do bodu (0,0), vsade inde je in-
jektivne. PretoZe o je biracionalne, pri hladani vzoru os }7 dostaneme naspéit, avsak
s prislusnou nasobnostou. Tato zavisi od toho, kolTkokrat krivka prechadza poc¢iatkom
— kazdy prechod “pridava” jeden bod (0, 0), ktory potom nahradime jednou priamkou
5. “Pocet prechodov” krivky cez nejaky bod charakterizuje spravanie v tomto bode,
viacnasobny prechod interpretujeme ako singularnost. Preto nasobnost vynimoc¢ne;j

priamky zavisi prave od zlozitosti singularity, ktori nahradzuje.
Pravdivost tohto velmi intuitivneho a neformélneho argumentu potvrdzuje nasle-

dujica veta a jej dokaz, ktora navySe dava predpis f,(x,y) krivky C,.

Veta 3.2: UvazZujme rovinni krivku C stupna n s d-ndsobnou singularitou v bode

(0,0) a predpisom
f(xay) = fd(xay) + fd+1($7y) +...t fn(l'ay) = Zfz(xay)a
i=d

pricom fi(z,y) obsahuje iba cleny stupria i.

Potom krivka C,, ktord je biraciondlnym ekvivalentom C v zobrazeni

olx,y)= C, +— C
(z,y) — (z,2y)

md predpis

fO('ruy) = fd(lay) + ﬂ?fd+1(1,y) .ot xn_dfn(Ly)'

Dokaz: Po aplikovani zobrazenia ¢ méme:
flo(z,y) : fle,oy) = > filw,zy)

Kazdy zo s¢itancov f(z,y) mozno zapisat ako

B , - - - o
filz,y) = aipx + a0 'y + . Fagixy T Fayt = E a;—jo' 7y’
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odkial mame

% %

fi(z, zy) = Z a;_j 2" (xy) = ai_j;(x )y =
=0 =0
= Z a; 'y = @’ Z a1y = 2 fi(1y)
=0 =0

Dosadenim ziskavame

faay) = 3 flway) = S wifi(Ly) = 3 et (L y) =
i=d i=d d

= wdzxiidfi(Ly): ﬁi[fd(17y)+xfd+l(17y)++xnidfn<17yz .

i=d v fo

Vidime, ze f,(z,y) ma naozaj pozadovany tvar. Este ukdzeme, Ze C, a C si naozaj

biracionélne ekvivalentné.

Ozna¢me inverzné zobrazenie k ¢ ako 7 a definujme ho nasledovne:

T(x,y) : C — C,

) — ()

C~ C, : Nech (z,y) € C ax #0. Ukdzeme, ze 7(z,y) € C,:
Ak (z,y) € C, potom f(x,y) = 0. Nasledne

fo(m(2,y) = fo <x,%) = fd(l,%>+l’fd+1 (1,%)+...+x"*dfn(1,%) —

= (wdfd(l,w £ fan(Ly) + ”nf"“’y)) = e fe) =0

Vidime, ze f,(7(x,y)) =0, a teda 7(z,y) € C,.

C, ~» C: Nech (z,y) € C,. Ukéveme, e o(z,y) € C:
Ak (z,y) € C,, potom f,(x,y) = 0. Nasledne
flo(z,y) = f(z,2y) = falw,zy) + afon(z,zy) + .+ 2" o, zy) =
= 2 (fally) + far(Ly) + o+ 2" falLy)) = 2 folw,y) =0
Vidime, ze f(o(z,y)) =0, a teda o(z,y) € C.
QE.D. O



3. ZOBRAZENIA MEDZI KRIVKAMI 43

Uvedme si este jeden priklad.

Priklad 3.11: UvaZujme kubicki krivku C : f(x,y) = y* — 2°.

Bod (0,0) je singularitou. Po pokuse o rozlozenie singularity cez ¢ dostéavame:

o(r,y) C, —s C
o(r,y) (z,y) +— (z,7Y)
folwy) = flelz,y) = flz,ay) = (zy)*—2° = 2*[y* — 27

Vynimoc¢nou priamkou je znova dvojnasobna os 5, avsak krivkou, ktort sme dostali,
je singularna krivka z predchéadzajiceho prikladu (3.10). Nie je regularna, ¢o nam
nevyhovuje, preto aplikujeme ¢ este raz na C, — dostavame parabolu C, : foo(,y) =

y? — x, ktora uz je regularna.

X

Obréazok 3.7: Rozkladom krivky C : f(z,y) = y* — 2° je najprv C, :
folz,y) = y? — 23 a napokon Cop : fop(x,y) = y? — .

Vsimnime si zaujimava vec: po prvej aplikécii sa z trojnasobného bodu stal dvojna-
sobny, po druhom pouziti sme ziskali regularnu krivku — zlozitost singularity klesala,
aZ napokon uplne zmizla. Ako a preco je to mozné? Odpoved nam da nasledujice

tvrdenie.
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Veta 3.3: UvazZujme rovinni krivku C stupna n s d-ndsobnou singularitou v bode

(0,0) a predpisom

f(x,y) = Zfl(xay>7
i=d

pricom f;(x,y) obsahuje iba cleny stupnia i. Nech os Y nie je dotycénicou C v pociatku.
Potom

o H0,0) ={P, | Pi=(0,5;) A pi<d;, i=1,...,s}

kde p; oznacuje ndsobnost P; v C, a d; ndsobnost dotycnice y = r;x krivky C v bode

(0,0).

Dokaz:

1. Body prieniku
Veta 3.2 nam poskytla presny predpis krivky C,:

fa(xa y) = fd(la y) + xfdJrl(la y) +...+ xn_dfn(lay)'
Do prieniku 071(0,0) = C, N Yy preto patria body, ktoré sac¢asne splhaji

folz,y) =

€T =

0
O} — fd(17y) =0

Polynoém fy(x,y) popisuje dotykovy kuzel singularity v bode (0,0) a vdaka
algebraickej uzavretosti pola C uplne faktorizuje. Pri zdruzeni rovnakych ¢lenov

ho potom mo6zeme zapisat ako
fax,y) = mly—ma)" . (y—rax) = m]] - rx)"

pricom m € C\ {0} je vhodné konstanta, x; # k; pre i # j a d; je ndsobnost
prislusného ¢initela (a teda doty¢nice so smernicou ;).
Mame

fal,y) = mH(y—m)di

a odtial

C,NY = {P|P=(0,r) i=1,... s}
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2. Ndsobnost bodov prieniku
Potrebujeme ukazat, Ze rozdutie ndm pomaha, a nie naopak. Preto pozadu-
jeme, aby sa aplikovanim zobrazenia o singularity minimélne nezhorsili, ak sa
uz nezleps$ia — ¢ize chceme, aby P, mali niz8iu, resp. nerastticu nasobnost oproti

zodpovedajicej dotycnici.

Néasobnost bodu na krivke C, uré¢ime podla radu prvej nenulovej derivacie
v fiom. My potrebujeme, aby p; < d;, teda aby existovala (nanajvys) d;-ta

derivacia, ktora bude v P; = (0, k;) nenulova.

o

Derivéciu ok fo(z,y) mozeme zapisat ako
y (2

d;

o% o% - , 9, 0
Wfa’(m?ZA T oyt (mH@_F&i)dZ) +$W [fd+1(17y)+---+95n I 1fn(1ay)]
=1

Po dosadeni P, = (0, k;) je druhy s¢itanec rovny 0, preto staéi derivovat prvy:

o ﬁ( _ A)di _E 2 f[( _ A)di
6'ydi m y K/’L - aydiil ay m y "{’L

=1 i=1

do

9
dy (y— k)M (y—ra)® . (y— k)% = dily—r)" Ny — k). (y — ke) ™+
_|_

+ do(y — k1) M (y — ka)2 7 (y — k)™

+ do(y — k)M (y — ko). (y — k)BT
Vidime, Ze pri jednej derivacii sa stupen polynomu bud znizi (ak d; # 0),
alebo sa zachova (ak d; = 0), a toto sa opakuje prislusny pocet krat (kym

d;
% fa(0, k;) # 0). Odtial mame p; < d;.
y 7

QED. O
Priklad 3.12: Uvazujme krivku C : f(z,y) = y* — 2% — 22>

Krivka ma v bode (0,0) obycajnt singularitu. Dotykovy kuzel tvoria priamky y =
+z. Podla vety 3.3 ocakavame, ze C, N ¥={(0,1), (0, —1)}.

Krivka s rozlozenou singularitou ma predpis C, : f,(z,y) = 22y*—y*+1. Os y pretina
v bodoch (0,%), druh stradnicu dopoc¢itame dosadenim: f,(0,y) =1 —3? = 0.
Odtial mame y = £ 1, ¢ize ocakavané {(0,1), (0, —1)}.
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Obréazok 3.8: Krivka C : f(z,y) = y? — 22 — 2%y? s doty¢nicami y = + =
sa zobrazi na C,, pricom C, N ¥ tvoria body (0,+£1).

3.3.3 Rozklad singularity ako nastroj na ziskanie

parametrizacie

V podkapitole venovanej parametrizacii sme si povedali, Ze racionalne krivky mozno
vyjadrit ako funkciu parametra. Uviedli sme si konsStrukcie pre niektoré vybrané
krivky, avSak postupovali sme viac-menej intuitivne.

Uvazujme v8ak nasledovne: ak je parametrizacia naozaj iba iny zapis (vdaka bira-
cionalnosti), pri transformacii sa tento meni spolu s krivkou. Preto ak rozkladom
najdeme regularnu C, ktorej parametriziciu pozndme, vieme néajst aj predpis pre po-

vodni krivku C — sta¢i dosadit.

Priklad 3.13: Uvazujme Geronovu lemniskdtu C : f(x,y) = z* — 2% + 2.

Na rozlozenie singularity v (0,0) stac¢i jedna aplikacia o :

folr,y) = flo(z,y) = flz,oy) = ' —2>+ (2y)® = 2°[2” -1+,

hladanou krivkou C, je jednotkova kruznica f,(z,y) : 2% +y? — 1.

Parametrizaciou kruznice (pr. 3.3) je

o(t) = (1(0), ga(0)) H(HQ 21 )z@,y), fec

1+271+¢2



3. ZOBRAZENIA MEDZI KRIVKAMI

X

Obréazok 3.9: Rozkladom singularity Geronovej lemniskaty C : f(x,y)
ot — 22 + y? ziskame jednotkovd kruznicu Cy : fy(x,%)

22+ % — 1.

Skisme pouzit ¢ na najdenie parametrizacie C:

o: C, — C
@y = @)
oan) = olete®) = (T paps ) (€€

Dosadenim do f(z,y) overme, ze ziskany predpis je naozaj parametrizaciou C:

() - () (@7 -
(1—)* = (1= 2?1+ %) + (2t(1 — t%))?
(1+ 2)4

(1 —2)2[(1 — t2)2 — (1 + t2) + 4¢%] 0
(L4 12)1 1+ )t

vt € C.
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Zaver

Cielom predlozenej préace bolo ¢itatelovi jednoduchou a zrozumitelnou formou pred-
stavit problematiku singularit rovinnych kriviek a ich rozkladu. Zvolili sme vykladovi
formu zahinajucu velké mnoZstvo motiva¢nych prikladov, na rieSeniach ktorych sme
si predstavili jednotlivé pojmy. Pozorovania sme po dokladnom vysvetleni forméalne

zhrnuli do definicii a viet, vypracovali sme niekolko dokazov mengich tvrdeni.

Na zaciatku sme sa venovali problematike rovinnych kriviek. Rozdelili sme ich na
singularne a regularne podla toho, ¢ obsahuji alebo neobsahuju singularne body;

uviedli sme si vSeobecntt metodu na detekciu singularit.

V dalSej ¢asti sme skiimali zobrazenia medzi krivkami - parametrizéciu, izomorfizmy
a biracionalne zobrazenia. Z tychto sme si podrobne predstavili “rozdutie roviny”,

ktoré sme nasledne pouzili na rozklad singularit a ziskanie predpisu parametrizacie.

NavySe sme vytvorili poc¢itacové animacie, ktorych jedinou tlohou je inovativnou
a pritazlivou formou uputat ¢itatelovu pozornost. Sme totiz presvedcéeni, Ze mate-
matika je zaujimava a hrava, a preto je Skoda nechaft ju zit iba vo vzorcoch — najma

v takych pripadoch, ked sa da vidiet.
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