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Abstrakt

V na²ej práci sa venujeme problematike singulárnych kriviek v a�nnej rovine. Na

jednoduchých príkladoch predstavujeme singulárne krivky a uvádzame postup na ich

detekciu. Ponúkame podrobný popis biracionálneho zobrazenia nazývaného �rozdutie

roviny� (ang. blow-up), ktoré pouºijeme na rozklad singularít. Dokáºeme nieko©ko

men²ích tvrdení.
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Abstract

In our thesis we present singular planar curves. We introduce singularities by means

of simple examples and problems, then we show how to detect them in general. We

o�er thorough description of two important birational map, �blow-up�, which we use

for desingularization.
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1

Úvod

Singularity sú klasickou témou nielen v geometrii, ale i v iných matematických dis-

ciplínach. �asto sa vynárajú na neo£akávaných miestach a vºdy znamenajú jedno

� nepríjemnosti. Ve©mi jednoducho povedané, predstavujú správanie, ktoré by sme

mohli ozna£i´ ako �nie celkom pekné�.

Okrem komplikácií v ºivote matematikov spôsobujú problémy i v reálnych apliká-

ciách � za v²etky spome¬me vizualizácie v CAD systémoch, numerické výpo£ty, £i

robotiku. I rozsiahly výskum, ktorý v tejto oblasti stále prebieha, je dôkazom, ºe má

zmysel sa touto témou zaobera´.

V na²ej práci sa venujeme problematike singularít implicitne de�novaných rovinných

kriviek. Jej cie©om je £itate©ovi prístupnou a zrozumite©nou formou predstavi´ pro-

blematiku singularít a ich rozkladu.

Na za£iatku si predstavíme rovinné krivky a ich singulárne body. Tieto sa nau£íme

detegova´ a rozdelíme ich do skupín pod©a zloºitosti.

V druhej £asti sa bliº²ie oboznámime so zobrazeniami medzi krivkami v a�nnej rovine.

Od parametrizácie plynulo prejdeme k izomor�zmom a biracionálnym zobrazeniam.

Podrobne si predstavíme ²peciálny typ biracionálneho zobrazenia, tzv. �rozdutie
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1. ÚVOD 6

roviny v bode� (ang. blow-up). Toto nám umoºní nájs´ k singulárnej biracionálne

ekvivalentnú krivku, ktorá singularity neobsahuje, alebo ich obsahuje jednoduch²ie �

£iºe sa nau£íme singularity rozklada´. Dokáºeme nieko©ko malých tvrdení, ktoré nám

preberanú tému sformalizujú a dajú na²ím úvahám pevný podklad.

Navy²e, nosnú tému práce, rozdutie roviny, spracujeme i formou animácií, ktoré po-

pulárnou formou predstavujú inak pomerne abstraktnú geometrickú kon²trukciu.



2

Krivky v a�nnej rovine

Po£as celej tejto kapitoly pracujeme v poli C. Vä£²inu argumentácií v²ak budeme

môc´ bez vä£²ích komplikácií vykona´ v ©ubovo©nom poli F , ktoré je algebraicky

uzavreté a jeho charakteristika je nula. Vo©ba po©a s takýmito vlastnos´ami nám

umoºní vyslovova´ silnej²ie tvrdenia a celkovo výrazne u©ah£í a zov²eobecní na²e

úvahy.

2.1 Prienik priamky a krivky

Na ilustráciu preberanej problematiky si uvedieme nieko©ko príkladov kriviek. Na²e

úvahy za£neme tým, ºe sa budeme snaºi´ nájs´ také vlastnosti, ktoré by nám uvaºo-

vané krivky pomohli na£rtnú´. V prvom prípade - pri kruºnici, je analýza vlastností

takmer zbyto£ná, pretoºe v²etci vieme, ako kruºnica vyzerá. Napriek tomu si ju

uvedieme. Pri ¤al²ích príkladoch dospejeme k nieko©kým zaujímavým zisteniam,

ktoré si bliº²ie vysvetlíme, pomenujeme a napokon zov²eobecníme.

Príklad 2.1: Uvaºujme kruºnicu C : x2 + y2 = 1.

Predstavme si na chví©u, ºe nevieme, ako kruºnica vyzerá, a chceli by sme zisti´

nejaké jej význa£né vlastnosti, ktoré by nám ju pomohli na£rtnú´.

1. Rovnicu C môºeme implicitne zapísa´

f(x, y) = 1− y2 − x2.

7
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2. Symetrie:

Krivka je symetrická pod©a osi
↔
x resp. pod©a osi

↔
y , ak £as´ krivky �pod osou�

vyzerá rovnako, ako £as´ �nad osou�, teda ak pre x, y ∈ C platí :

↔
x : f(x, y) = f(x,−y),

resp.
↔
y : f(x, y) = f(−x, y).

V na²om prípade otázka symetrie znie nasledovne: platí, ºe

1− x2 − y2 ?
= 1− x2 − (−y)2

resp.

1− x2 − y2 ?
= 1− (−x)2 − y2?

Vidíme, ºe odpove¤ je �áno� v oboch prípadoch, teda kruºnica je symetrická

pod©a oboch osí. Pri vytváraní ná£rtu to zna£í, ºe sa môºeme obmedzi´ iba

napr. na prvý kvadrant, pretoºe vzh©ad krivky v ostatných troch vieme získa´

pomocou zrkadlenia.

3. Prienik so súradnicovými osami:

H©adáme body, ktoré leºia na súradnicových osiach a zárove¬ na kruºnici.

Súradnicové osi zapí²me parametricky ako priamky prechádzajúce bodom (0, 0),

ur£ené smerovými vektormi (1, 0) a (0, 1):
↔
x: X = (0, 0) + t(1, 0)

↔
y : Y = (0, 0) + t(0, 1)

x1 = 0 + 1t = t y1 = 0 + 0t = 0

x2 = 0 + 0t = 0 y2 = 0 + 1t = t

pre t ∈ C, £o môºeme skrátene zapísa´ ako
↔
x = {(t, 0) | t ∈ C}
↔
y = {(0, t) | t ∈ C}

Prienik osí a krivky získame dosadením parametrického vyjadrenia do rovnice

krivky:
C ∩ ↔

x = {(t, 0) | f(t, 0) = 0 ∧ t ∈ C}
C ∩

↔
y = {(0, t) | f(0, t) = 0 ∧ t ∈ C}

V na²om prípade to znamená, ºe h©adáme body, pre ktoré platí:

C ∩ ↔
x = {(t, 0) | 1− t2 = 0}

C ∩
↔
y = {(0, t) | 1− t2 = 0}
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Vyrie²ením rovníc
1− t2 = (1 + t)(1− t) = 0

1− t2 = (1 + t)(1− t) = 0

získame body {(−1, 0), (1, 0)} a {(0,−1), (0, 1)}.

Jednotková kruºnica so stredom (0, 0) má teda so súradnicovými osami práve

²tyri body prieniku � presne tak, ako nám hovorí intuícia.

Poznámka: Na výpo£et prienikov s osami sme mohli pouºi´ i prístup zaloºený

na symetrii. Inými slovami sta£ilo zisti´ prieniky patriace do prvého kvadrantu,

a ¤al²ie vhodne dopo£íta´.

4. Okolie krivky:

Skúsme zisti´, ako sa krivka správa v blízkosti bodov, ktoré sme vy²²ie dopo£í-

tali. Zo strednej ²koly vieme, ºe takýto intuitívny popis nám poskytuje priamka,

ktorú nazývame doty£nica. Av²ak ktorá z priamok, ktoré prechádzajú daným

bodom krivky, je doty£nicou v tomto bode a £o to znamená?

Krivku C máme zadanú implicitne (vzorcom), uvaºujme teda priamku

λ : P = A+ tl, t ∈ C,

£o znamená, ºe máme priamku, ktorá prechádza bodom A ∈ C a má smerový

vektor l = (l1, l2). Nech A = (−1, 0) ∈ C.
Na získanie prieniku λ∩C sta£í dosadi´ parametrické vyjadrenie priamky do rov-

nice kruºnice a dopo£íta´ hodnotu parametra t:

1− x2 − y2 = 0

1− (−1 + l1t)
2 − (0 + l2t)

2 = 0

−t(2l1 − t(l21 + l22)) = 0

Pre t = 0 rovnos´ platí. Priese£níkom λ ∩ C je vtedy bod

P = (−1 + 0l1, 0 + 0l2) = (−1, 0),

£o je prirodzené. Priamky sme totiº volili tak, aby bodom (−1, 0) prechádzali.

Vidíme v²ak, ºe okrem tohto o£akávaného priese£níka má krivka s priamkou

spolo£ný ¤al²í bod, a to pre hodnotu parametra t =
2l1

l21 + l22
. Tu môºu nasta´
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dve situácie: t 6= 0 a t = 0.

Prvá moºnos´ nastáva pri vä£²ine priamok. S kruºnicou majú spolo£né dva

rôzne body (napr. ak uvaºujeme vektor l = (1, 1), parameter druhého priese£ní-

ka má hodnotu t = 1, £ím získame bod Q = (0, 1)). Takéto priamky nazývame

se£nice.

Druhý prípad nastáva, ak 2l1 = 0, a teda na²a rovnica má tvar

−t(2l1 − t(l21 + l22)) = −t(−tl22) = t2l22 = 0.

Vyrie²ením získame dvojnásobný kore¬ t = 0. Tento fakt reprezentujeme tak,

ºe priamka λ má s krivkou v bode (−1, 0) dvojnásobný priese£ník. Nazveme ju

doty£nicou.

Takto sme na základe násobnosti prieniku v danom bode získali rozdelenie pria-

mok na se£nice a doty£nice.

Doty£nicami v bodoch prieniku krivky so súradnicovými osami sú ²tyri priam-

ky. V bode (−1, 0) je to priamka so smerovým vektorom (0, l2), ktorý bez ujmy

na v²eobecnosti môºeme povaºova´ za vektor (0, 1). Rovnica doty£nice je potom

x+ 1 = 0.

V ostatných bodoch prieniku sú doty£nicami priamky x− 1 = 0, y ± 1 = 0.

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

y

x

Obrázok 2.1: Kruºnica C : f(x, y) = 1−x2−y2 je krivka symetrická pod©a

osí
↔
x,
↔
y . V bode (−1, 0) má doty£nicu s rovnicou x + 1 = 0.
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Poznámka: Odteraz budeme slovné spojenie �bez ujmy na v²eobecnosti� nahradzo-

va´ skratkou BUNV.

Taktieº v situáciách, ke¤ sa nám to bude hodi´, zápisom �(0, l2)
BUNV

= (0, 1)� budeme

rozumie´, ºe vektor (0, l2) moºeme BUNV reprezentova´ vektorom (0, 1).

Príklad 2.2: Uvaºujme krivku osmi£ka (ang. eight curve), zvanú taktieº Geronova

lemniskáta (ang. Gerono lemniscate) s rovnicou C : x4 = x2 − y2.

Opä´ sa pokúsme krivku na£rtnú´.

1. Implicitná rovnica krivky C je

f(x, y) = x4 − x2 + y2.

2. Symetrie:

Ako sme si uviedli v prvom príklade, krivka je symetrická pod©a osi
↔
x resp.

pod©a osi
↔
y , ak platí :

↔
x : f(x, y) = f(x,−y),

resp.
↔
y : f(x, y) = f(−x, y).

Máme teda rozhodnú´, £i

x4 − x2 + y2 ?
= x4 − x2 + (−y)2

resp.

x4 − x2 + y2 ?
= (−x)4 − (−x)2 + y2.

Vidíme, ºe obe rovnosti platia, a teda krivka C je symetrická pod©a osí
↔
x,
↔
y .

3. Prienik so súradnicovými osami:

Osi de�nujeme rovnako ako v prípade kruºnice, teda:

↔
x = {(t, 0) | t ∈ C}
↔
y = {(0, t) | t ∈ C}

Prienik krivky a osí tvoria body, pre ktoré platí:

C ∩ ↔
x = {(t, 0) | t4 − t2 = 0}

C ∩
↔
y = {(0, t) | t2 = 0}
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Po vyrie²ení rovníc

t4 − t2 = t2(t2 − 1) = t2(t+ 1)(t− 1) = 0

t2 = 0

vidíme, ºe prienik krivky a osí tvoria body {(1, 0), (−1, 0), (0, 0)}, pri£om bod

(0, 0) sme získali �dvakrát�.

4. Doty£nice v bodoch prieniku s osami:

Rovnako ako v príklade s kruºnicou, nájdime doty£nice v bodoch (1, 0), (−1, 0)

a (0, 0).

Doty£nica v bode (1, 0):

Bod na priamke λ prechádzajúcej bodom (1, 0) so smerovým vektorom (l1, l2)

môºeme skrátane parametricky vyjadri´ ako P = (1 + l1t, l2t) pre nejaké t ∈ C.
Tento bod je priese£níkom λ ∩ C, ak

x4 − x2 + y2 = 0

(1 + l1t)
4 − (1 + l1t)

2 + (l2t)
2 = 0

t(l41t
3 + 4l31t

2 + t(l22 + 5l21) + 2l1) = 0

Predchádzajúca rovnos´ platí, ak t = 0, £o zodpovedá bodu (1, 0). Doty£ni-

cou bude preto priamka, ktorá bude ma´ v tomto bode s krivkou dvojnásobný

priese£ník. To nastáva práve vtedy, ak 2l1 = 0, teda pre priamku so smerovým

vektorom (0, l2)
BUNV

= (0, 1). Dopo£ítaním získame rovnicu x− 1 = 0.

Doty£nica v bode (−1, 0):

Doty£nicu môºeme vypo£íta´ rovnakým spôsobom, ako v prípade bodu (1, 0).

Môºeme si v²ak u²etri´ prácne po£ítanie, a vyuºi´ symetrickos´ krivky pod©a

osi
↔
y , £ím získame h©adanú rovnicu x+ 1 = 0.

Doty£nica v bode (0, 0):

Uvaºujme priamky prechádzajúce týmto bodom. Parametricky priamku λ, (0, 0) ∈
λ zapí²eme ako λ = {P | P = (l1t, l2t), t ∈ C}. Prienik s krivkou získame

dopo£ítaním parametra t z rovnice

x4 − x2 + y2 = 0

(l1t)
4 − (l1t)

2 + (l2t)
2 = 0

t2(l21t
2 − l21 + l22) = 0



2. KRIVKY V AFINNEJ ROVINE 13

Vidíme, ºe v²etky priamky prechádzajúce bodom (0, 0) majú v tomto bode

s krivkou aspo¬ dvojnásobný prienik. Trojnásobný prienik má priamka, pre ktorú

(l22 − l21) = (l2 − l1)(l2 + l1) = 0.

Rie²ením je l2 = ±l1, teda (l1, l2)
BUNV
∈ {(1, 1), (1,−1)}.

-1

0

1

-1 0 1

y

x

Obrázok 2.2: Bod (0, 0) krivky C : f(x, y) = x4 − x2 + y2 je príkladom

singularity, ktorú nazývame oby£ajná - ku krivke v tomto

bode máme rôzne doty£nice.

Krivka obsahuje bod, v ktorom ©ubovo©ná priamka pretína krivku aspo¬ dvakrát.

V predchádzajúcom príklade (pr. 2.1) sme doty£nicou nazvali priamku, ktorá sa

od ostatných lí²ila po£tom priese£níkov v danom bode. Rovnako i tu, doty£nicou

v bode budeme nazýva´ takúto výnimo£nú priamku, teda v na²om prípade takú,

ktorá má s krivkou C v (0, 0) aspo¬ trojnásobný priese£ník (obr. 2.2).

Zov²eobecnime si pojem doty£nice v nasledujúcej de�nícii:

De�nícia 2.1 (Doty£nica): Uvaºujme krivku C a bod P = (p1, p2), P ∈ C. Nech

©ubovo©ná priamka prechádzajúca bodom P má s C v tomto bode aspo¬ r-násobný

prienik. Doty£nicou ku krivke C v bode P nazveme takú priamku λ, ktorá má s C v P
(r + 1)-násobný prienik.
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Ukázali sme si, ºe krivka môºe obsahova´ body, v ktorých nastáva zaujímavá situácia:

máme v nich ku krivke nie jednu, ale viacero doty£níc. Takáto situácia zodpovedala

tomu, ºe ©ubovo©ná priamka mala s krivkou v uvaºovanom bode viacnásobný prienik.

De�nícia 2.2 (Singulárny a regulárny bod): Majme krivku C a na nej bod P .

V prípade, ºe ©ubovo©ná priamka má v bode P s C aspo¬ dvojnásobný prienik, bod P

nazveme singulárnym bodom krivky, alebo skrátene singularitou. V opa£nom prípade

ho budeme nazýva´ regulárnym alebo jednoduchým bodom krivky.

De�nícia 2.3 (Dotykový kuºe©): Zjednotenie v²etkých doty£níc v singulárnom

bode krivky nazveme dotykový kuºe©.

De�nícia 2.4 (Singulárna a regulárna krivka): Krivku, ktorej v²etky body sú

regulárne, nazveme regulárnou, krivku s aspo¬ jedným singulárnym bodom nazveme

singulárnou.

De�nícia 2.5 (Oby£ajná a zloºená singularita): Uvaºujme krivku C a jej sin-

gulárny bod P . Ak dotykový kuºe© v P tvoria navzájom rôzne doty£nice, bod P

nazveme oby£ajnou singularitou. V opa£nom prípade ho nazveme singularitou zloºe-

nou.

Príkladom oby£ajnej singularity je bod (0, 0) v pr. 2.2. Zloºenú singularitu si ukáºeme

v nasledujúcom príklade.

Príklad 2.3: Uvaºujme ²tvorlístkovú ruºu (ang. quadrifolium) C : f(x, y) = (x2 +

y2)3 − 4x2y2.

1. Krivka je symetrická pod©a osi
↔
x aj pod©a osi

↔
y a má s nimi spolo£ný jediný

bod (0, 0).

2. Doty£nica v bode (0, 0):

Dosadením parametrického vyjadrenia priamky λ : P = (l1t, l2t), t ∈ C do rov-

nice C vidíme, ºe bod (0, 0) je opä´ singulárnym bodom:

(x2 + y2)3 − 4x2y2 = 0

((l1t)
2 + (l2t)

2)3 − 4(l1t)
2(l2t)

2 = 0

t4(t2(l21 + l22)3 − 4l21l
2
2) = 0
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�ubovo©ná priamka prechádzajúca bodom (0, 0) má s krivkou aspo¬ ²tvorná-

sobný prienik. Doty£nicou je priamka, pre ktorú platí rovnos´ 4l21l
2
2 = 0, £iºe

ak l1 = 0 ∨ l2 = 0. Pretoºe pri rie²ení rovníc musíme prihliada´ na násobnos´,

získame aº ²tyri po dvoch totoºné smerové vektory:

(l1, l2)
BUNV
∈ {(0, 1), (1, 0)}.

Doty£nice sú potom priamky po dvoch totoºné so súradnicovými osami:

λ1 = λ2 = {P | P = (0, t), t ∈ C} (
↔
y )

λ3 = λ4 = {P | P = (t, 0), t ∈ C} (
↔
x)

Bod (0, 0) krivky na obr. 2.3 je teda znova príkladom zloºenej singularity.

-1 0 1
-1

0

1

y

x

Obrázok 2.3: �tvorlístková ruºa C : f(x, y) = (x2 + y2)3 − 4x2y2 má v

zloºenej singularite (0, 0) ²tyri doty£nice, po dvoch totoºné

so súradnicovými osami.

V predchádzajúcich príkladoch sme si ukázali krivku, ktorá mala v ©ubovo©nom bode

práve jednu doty£nicu a dve krivky s viacerými doty£nicami v jednom bode. Takto sa

nám podarilo rozdeli´ body krivky na regulárne a singulárne, a singularity na oby£ajné

a zloºené. Namieste je preto otázka, £i existuje nejaký rozumný prístup, ktorý nám

umoºní pre ©ubovo©nú krivku jednoducho a presne ur£i´ doty£nicu v zvolenom bode

a/alebo singulárne body, ak krivka nejaké má.
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2.2 Singulárne body

Majme krivku C ur£enú implicitne polynómom f(x, y) stup¬a n. Uvaºujme bod

A = (a1, a2) ∈ C a ním prechádzajúcu priamku λ so smerovým vektorom l = (l1, l2).

Rovnicu priamky λ potom vieme zapísa´ v tvare λ = {P | P = (a1 + l1t, a2 + l2t), t ∈
C}, £o niekedy budeme skrátene zapisova´ ako λ : P = A+ tl, t ∈ C.
Priese£ník Q = (q1, q2) ∈ λ∩C vieme získa´ tak, ºe dosadíme parametrické vyjadrenie

priamky do implicitnej rovnice krivky:

f(A+ tl) = f(a1 + tl1, a2 + tl2) = f(x(t), y(t)) =: g(t)

a dopo£ítame korene t polynómu g(t). Tieto dosadíme do vyjadrenia priamky a

získame súradnice Q.

Jedným z rie²ení je ur£ite bod A, pretoºe sme ho volili tak, aby sú£asne patril krivke

aj priamke. Reprezentuje ho kore¬ t = 0, pretoºe:

f(a1, a2) = f(a1 + 0l1, a2 + 0l2) = f(x(0), y(0)) = g(0).

Ukázali sme si, ako môºeme vypo£íta´ súradnice bodov prieniku krivky a priamky.

Teraz sa skúsme pozrie´, £i nám g(t) nevie o priese£níkoch poveda´ i nie£o viac, neº

len súradnice. Konkrétne nás bude zaujíma´ správanie v bode A.

Výraz g(t) je polynóm jednej premennej. Moºno ho pod©a t v bode a rozvinú´

do Taylorovho radu (takýto rozvoj ozna£me g[t, a]), £ím získame výraz

g[t, a] = g(a) +
1

1!
g′(a)(t− a) +

1

2!
g′′(a)(t− a)2 +

1

3!
g′′′(a)(t− a)3 + . . . =

=
∞∑
i=0

1

i!
g(i)(a)(t− a)i.

Pretoºe bod A zodpovedá nule ako kore¬u g, dosadením a = 0 sa nám rozvoj vy²²ie

zredukuje na MacLaurinov rad:

g[t, a = 0] = g(0) +
1

1!
g′(0)t+

1

2!
g′′(0)t2 +

1

3!
g′′′(0)t3 + . . . =

∞∑
i=0

1

i!
g(i)(0)ti
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Zapí²me si podrobne nieko©ko prvých £lenov tohto rozvoja:

g(0) = f(x(0), y(0)) = f(a1, a2) = 0

g′(0) =
∂

∂t
g(0) =

(
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t

)∣∣∣∣A = (a1,a2)

t = 0

=

=
∂f

∂x
(A)

∂x

∂t
(0) +

∂f

∂y
(A)

∂y

∂t
(0) =

= fx(A)xt(0) + fy(A)yt(0) =

= fx(A)l1 + fy(A)l2

g′′(0) =
∂

∂t
g′(0) =

∂

∂t
(fxl1 + fyl2)

∣∣∣∣A = (a1,a2)

t = 0

=

=

(
l1
∂fx
∂t

+ l2
∂fy
∂t

)∣∣∣∣A = (a1,a2)

t = 0

=

=

[
l1

(
∂fx
∂x

∂x

∂t
+
∂fx
∂y

∂y

∂t

)
+ l2

(
∂fy
∂x

∂x

∂t
+
∂fy
∂y

∂y

∂t

)]∣∣∣∣A = (a1,a2)

t = 0

=

= l1 [fxx(A)xt(0) + fxy(A)yt(0)] + l2 [fyx(A)xt(0) + fyy(A)yt(0)] =

= l1 [fxx(A)l1 + fxy(A)l2] + l2 [fyx(A)l1 + fyy(A)l2] =

= l21fxx(A) + 2l1l2fxy(A) + l22fyy(A)

g′′′(0) =
∂

∂t
g′′(0) = . . .

...

Dosa¤me predchádzajúce výrazy do pôvodného rozvoja:

g[t, 0] = g(0) +
1

1!
g′(0)t+

1

2!
g′′(0)t2 +

1

3!
g′′′(0)t3 + . . . =

= g(0) + [l1fx + l2fy] t+
1

2

[
l21fxx + 2l1l2fxy + l22fyy

]
t2 + . . .+

+
1

r!

[(
r

0

)
l1
rfxr +

(
r

1

)
l1
r−1l2fxr−1y + . . .+

(
r

r

)
l2
rfyr

]
tr + . . .

∣∣∣∣
A = (a1,a2)

=

=
∑
i∈N0

1

i!

(
i∑

j=0

(
i

j

)
li−j1 lj2fxi−jyj (A)

)
ti =

(∗)
=

n∑
i=1

1

i!

(
i∑

j=0

(
i

j

)
li−j1 lj2fxi−jyj (A)

)
ti.

Poznámka: (∗) Derivácie polynómu g(t) vy²²ieho ako n-tého rádu nemusíme uvaºo-

va´, pretoºe vtedy g(m)(t) ≡ 0 pre ©ubovo©né m > n,m ∈ N. Taktieº, ke¤ºe g(0) = 0,

sta£í nám uvaºova´ £leny pre i ≥ 1.
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Predchádzajúce odvodenie nám umoº¬uje reprezentova´ polynóm g(t) ako kone£ný

sú£et (nenulových) £lenov závisiacich iba od t. Skúsme sa spolu pozrie´, £o na základe

toho vieme poveda´ o krivke C v bode A.

1. Bod A sme volili tak, aby A ∈ C. Preto 0 = f(A) = f(A+0l) = f(a1 +0l1, a2 +

0l2) = g(0).

2. Nech fx a fy nie sú v A sú£asne nulové: [fx(A) 6= 0 ∨ fy(A) 6= 0].

V takomto prípade rozvoj g(t) obsahuje lineárny £len. Túto skuto£nos´ inter-

pretujeme tak, ºe takmer kaºdá priamka prechádzajúca bodom A má v tomto

bode s krivkou C jednoduchý priese£ník. Jedinou výnimkou je priamka, ktorá

lineárny £len eliminuje - to je tá, pre ktorú platí, ºe fx(A)l1 +fy(A)l2 = 0. Prie-

se£ník tejto priamky s krivkou je (aspo¬) dvojnásobný (najmen²í £len rozvoja

po dosadení (l1, l2) je (aspo¬) kvadratický).

Túto priamku sme nazvali doty£nicou krivky C v bode A. Smer jej normály

je (fx(A), fy(A)). Bod A sme nazvali jednoduchým alebo regulárnym bodom

krivky C.

3. Nech [fx(A) = 0 ∧ fy(A) = 0].

Rozvoj polynómu potom ur£ite neobsahuje lineárny £len, £o znova geometricky

interpretujeme tak, ºe ©ubovo©ná priamka prechádzajúca cez A má v A aspo¬

dvojnásobný prienik s C. Ak navy²e aspo¬ jedna druhá derivácia f v A je

nenulová:

[fxx(A) 6= 0 ∨ fxy(A) 6= 0 ∨ fyy(A) 6= 0] ,

potom rozvoj g[t, 0] obsahuje kvadratický £len. �iºe takmer v²etky priamky

prechádzajúce cez A majú s C dvojnásobný prienik. Av²ak priamky sp¨¬ajúce

predpis g′′(0) = 0 majú s C (aspo¬) trojnásobný prienik.

Výraz g′′(0) vieme v¤aka algebraickej uzavretosti po©a C úplne faktorizova´

na lineárne komponenty

g′′(0) = (β11l1 + β12l2)(β21l1 + β22l2).

Získame smery normál dotykového kuºe©a krivky C v A, vektory (β11, β12) a

(β21, β22).

Bod A je singulárnym, konkrétne dvojnásobným bodom krivky C.
...
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r ≤ n Nech v²etky derivácie polynómu g(0) aº do rádu r − 1 sú nulové, t.j. g′(0) =

g′′(0) = . . . = g(r−1)(0) = 0. Nech aspo¬ jedna derivácia rádu r nenadobúda

hodnotu 0. Potom takmer v²etky priamky prechádzajúce bodomAmajú s C vA
r�násobný prienik a zárove¬ existuje práve r priamok takých, ºe ich priese£ník

s C je (aspo¬) (r + 1)-násobný. Faktorizáciou g(r)(0) na lineárne komponenty

získame smery normál doty£níc � v2ektory (βi1, βi2), i = 1, . . . , r.

Bod A je potom r�násobným bodom krivky C.

Poznámka: Niekedy bude pre nás výhodné ozna£ova´ bod nepatriaci C ako bod

s násobnos´ou nula. Navy²e, je potrebné si uvedomi´, ºe pojmy �násobnos´ bodu�

a �násobnos´ priese£níka� spolu súvisia, ale nepopisujú to isté. Násobnos´ bodu je

vlastnos´ krivky v tomto bode. Násobnos´ priese£níka závisí od priamky, ktorú uvaºu-

jeme.

Z na²ich predchádzajúcich úvah je zjavné, ºe nutnou aj posta£ujúcou podmienkou

singulárnosti bodu A je platnos´ f(A) = fx(A) = fy(A) = 0.

V príkladoch 2.1 - 2.3 sme vºdy pracovali lokálne: vybrali sme si nejaký konkrétny

bod a skúmali, ako sa krivka v ¬om správa. Vybudovaná teória nám v²ak umoº¬uje

uchopi´ krivku globálne, £o si ukáºeme v prípade kruºnice a Geronovej lemniskáty.

Príklad 2.4: Uvaºujme opä´ jednotkovú kruºnicu C : f(x, y) = x2 +y2−1 a skúsme

nájs´ jej singulárne body.

Ukázali sme si, ºe nutnou aj posta£ujúcou podmienkou singulárnosti bodu krivky je

rovnos´ prvých parciálnych derivácii v tomto bode nule. Preto ak kruºnica má nejaké

singulárne body, túto podmienku musia sp¨¬a´:

∂f

∂x
= fx = 2x

∂f

∂y
= fy = 2y

 =⇒
2x = 0 ⇐⇒ x = 0

2y = 0 ⇐⇒ y = 0

Máme teda jediného kandidáta na singulárny bod, a to (0, 0). Jednoduchým dosadením

v²ak zistíme, ºe tento bod na kruºnici neleºí. Preto C nemá ºiadne singulárne body,

je regulárnou krivkou. Geometricky tento fakt interpretujeme tak, ºe kruºnica má

v ©ubovo©nom svojom bode (x, y) práve jednu doty£nicu. V¤aka na²ím poznatkom

vieme ur£i´ i jej normálový vektor, je to n = (fx, fy).
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Pre bod napr. (−1, 0) máme n = (fx, fy)|(−1,0) = (2x, 2y)|(−1,0) = (−2, 0) a doty£nica

má rovnicu −2x− 2 = 0 ⇐⇒ x+ 1 = 0.

Vidíme, ºe sme sa dopracovali k rovnakému výsledku ako v príklade 2.1.

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

y

x

Obrázok 2.4: Kruºnica C : f(x, y) = x2 + y2 − 1 je regulárna krivka.

Príklad 2.5: Nájdime singularity Geronovej lemniskáty C : f(x, y) = x4 − x2 + y2.

∂f

∂x
= fx = 4x3 − 2x

∂f

∂y
= fy = 2y

 =⇒
4x3 − 2x = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x = ± 1√

2
2y = 0 ⇐⇒ y = 0

Pre C máme troch kandidátov na singulárny bod: (0, 0),

(
1√
2
, 0

)
,

(
− 1√

2
, 0

)
. Dosade-

ním zistíme, ºe na lemniskáte leºí iba jediný z uvedených bodov, a to po£iatok sústavy

súradníc. Na predchádzajúcich stranách sme si tieº ukázali, ako ur£i´ násobnos´ (sin-

gulárneho) bodu - sta£í nájs´ prvú nenulovú deriváciu v tomto bode. Pre (0, 0) preto

máme:



2. KRIVKY V AFINNEJ ROVINE 21

fx |(0,0) = 4x3 − 2x |(0,0) = 0

fy |(0,0) = 2y |(0,0) = 0

fxx |(0,0) = 12x2 − 2 |(0,0) = −2

fxy |(0,0) = 0 |(0,0) = 0

fyy |(0,0) = 2 |(0,0) = 2

Vidíme, ºe prvá nenulová derivácia je druhého rádu, preto singulárny bod C je dvoj-

násobný bod.

-1

0

1

-1 0 1

y

x

Obrázok 2.5: Geronova lemniskáta C : f(x, y) = x4− x2 + y2 je singulárna

krivka s dvojnásobným bodom v (0, 0).
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Zobrazenia medzi krivkami

Tak ako v predchádzajúcej kapitole, i pri ¤al²ích na²ich úvahách pracujeme v poli C.

3.1 Parametrizácia

V predchádzajúcej kapitole sme pri snahe uchopi´ krivku matematicky pouºili im-

plicitný zápis (alebo zápis, ktorý sme na implicitný previedli), £iºe polynóm f(x, y)

stup¬a n. Tento spôsob v²ak nie je jediný, £asto nám viac o krivke prezradí jej para-

metrické vyjadrenie, hoci nie vºdy je moºné ho nájs´.

Kaºdopádne, chceli by sme pomocou jediného parametra popísa´ celú krivku (neskôr

uvidíme, ºe to tak celkom nepôjde) � £iºe ºiadame, aby parametrizácia krivky C bolo
po zloºkách de�nované zobrazenie

ϕ : C 7−→ A2(C)

t 7−→ (ϕ1(t), ϕ2(t)),

pre ktoré platí

∀(x, y) ∈ C ∃t ∈ C : (x, y) = (ϕ1(t), ϕ2(t))

Inými slovami, zobrazenie ϕ(t) je parametrizáciou, ak ním vieme popísa´ ©ubovo©ný

bod krivky.

Poznámka: �asto budeme pri známom kontexte kvôli lep²ej £itate©nosti a preh©ad-

nosti zápisu vynecháva´ premennú t, teda písa´ ϕ = (ϕ1, ϕ2).

22
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V nasledujúcej £asti si ukáºeme parametrické vyjadrenie niektorých známych kriviek.

Príklad 3.1: Uvaºujme priamku λ so smerovým vektorom l, prechádzajúcu bodom

A.

Parametrické vyjadrenie priamky sme pouºívali v predchádzajúcej kapitole, a £i-

tate©ovi je ur£ite známe i zo strednej ²koly.

Pre zadaný smerový vektor l = (l1, l2) a bod A = (a1, a2) ∈ λ získame vyjadrenie λ

(resp. v²etkých jej bodov (x, y)) ako

x = ϕ1 = a1 + l1t

y = ϕ2 = a2 + l2t t ∈ C

Príklad 3.2: Uvaºujme krivku C zadanú implicitne rovnicou f(x, y) = y2−x2−x3.

Jednoduchým overením zistíme, ºe krivka je komplikovaná singularitou v po£iatku,

preto odhadnú´ predpis ϕ nie je také jednoduché ako v prípade paraboly (pr. ??).

Na vyrie²enie úlohy pouºijeme podobný postup ako v prvej kapitole pri h©adaní

doty£níc: budeme skúma´ prienik priamky a krivky.

Uvaºujme priamky λ a κ. Nech λ prechádza po£iatkom sústavy súradníc a má

predpis λ : y = kx. Nech κ je daná predpisom κ : x − 1 = 0. Pozrime sa na ich

priese£ník.

Pre jednoduchos´ výpo£tu si vyjadrime jednu z priamok v parametrickom tvare, nech

je to κ. Potom máme κ : (1, 0) + t(0, 1) = (1, t), t ∈ C (môºeme sa na ¬u pozrie´ ako

na jednorozmerný parametrický priestor v premennej t, ktorý sme vnorili do roviny).

Dosadením predpisu κ do rovnice λ získame

κ ∩ λ = (1, t) : t = 1k =⇒ k = t.

Vidíme, ºe sa nám podarilo vyjadri´ λ pomocou parametra t ako λ : y = tx. Priamku

λ máme parametrizovanú, preto na výpo£et λ ∩ C sta£í dosadi´ parametrické vyja-

drenie λ do rovnice C:

λ : y = tx

C : y2 = x2 + x3

λ ∩ C : (tx)2 = x2 + x3

t2 = 1 + x


⇒

x = t2 − 1

y = t(t2 − 1)
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Korektnos´ nájdeného predpisu parametrizácie ϕ = (ϕ1, ϕ2) : t 7−→ (t2 − 1, t(t2 −
1)), t ∈ C overíme dosadením:

t2(t2 − 1)2 − (t2 − 1)2 − (t2 − 1)3 = (t2 − 1)2 [(t2 − 1)− (t2 − 1)] = 0 ∀t ∈ C.

Navy²e pre úplnos´ ukáºeme, ºe takto vieme popísa´ v²etky body (x, y) ∈ C:

y2 = x2(1 + x)(y
x

)2

= (1 + x)

Zvo©me si pre x 6= 0 substitúciu
y

x
=: t, pomocou ktorej získame predpis pre x =

y

t
.

Overme, ºe ϕ(t) = (x, y) ∈ C :

t2 =
(

1 +
y

t

)
t(t2 − 1) = y

t2 − 1 = x ∀t ∈ C.

Pre x = 0 dosa¤me t = 1, resp. t = −1. V oboch prípadoch platí, ºe ϕ(t) = (0, 0) ∈
C.
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Obrázok 3.1: Kubická krivka C : f(x, y) = y2−x2−x3 má parametrizáciu

ϕ : t 7−→ (t2 − 1, t(t2 − 1)).
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Uve¤me si e²te jeden príklad, konkrétne parametrizáciu kruºnice metódou stere-

ogra�ckej projekcie.

Príklad 3.3: Uvaºujme jednotkovú kruºnicu C : f(x, y) = x2 + y2 − 1.

Urobme podobnú kon²trukciu ako pri kubickej krivke z pr. 3.2, priamku v²ak nechaj-

me prechádza´ bodom (−1, 0) ∈ C a nie po£iatkom.

Smernicová rovnica priamky je

λ : y = t(x+ 1), t ∈ C

Odtia© prienik λ ∩ C vypo£ítame nasledovne:

λ : y = t(x+ 1)

C : y2 = 1− x2

a

λ ∩ C : t2(x+ 1)2 = 1− x2

(x+ 1) [t2(x+ 1) + (x− 1)] = 0

(x+ 1) [x(1 + t2) + t2 − 1)] = 0

⇒ x ∈
{
−1,

1− t2

1 + t2

}

Dopo£ítajme y.

Pre x = −1 máme z rovnice priamky y = 0, £o je o£akávaný výsledok, pretoºe

priamky sme úmyselne volili tak, aby týmto bodom krivky C prechádzali. Zaujímavý

je preto druhý bod prieniku, pre ktorý platí

y = t(x+ 1) = t

(
1− t2

1 + t2
+ 1

)
=

2t

1 + t2

Získavame parametrizáciu kruºnice

ϕ = (ϕ1, ϕ2) : t 7−→
(

1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
, t ∈ C

správnos´ dokáºeme dosadením.

Pri overovaní, £i ∀(x, y) ∈ C vieme takto vyjadri´, narazíme na problém: pre bod

(−1, 0) to nie je moºné � nevieme nájs´ také t ∈ C, aby ϕ(t) = (−1, 0):(
1− t2

1 + t2
= −1

)
∧
(

2t

1 + t2
= 0

)
(
1− t2 = −1− t2

)
∧

(
2t = 0

)(
2 = 0

)
∧

(
t = 0

)
nikdy!
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Obrázok 3.2: Jednotková kruºnica C : f(x, y) = x2+y2−1 má parametrizá-

ciu ϕ : t 7−→
(

1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
pri stereograf. pr. z (−1, 0).

Ukázali sme si nieko©ko kriviek a ich parametrizácií: pri priamke sme ϕ vedeli odhad-

nú´ hne¤ (pr. 3.1), v prípade singulárnej kubickej krivky (pr. 3.2) sme ho prácne

skon²truovali. Kruºnica (pr. 3.3) nás prekvapila predpisom, ktorý okrem toho, ºe

nepopisoval krivku celú, navy²e nebol polynomický.

V²etky na²e pozorovania nás privádzajú k zisteniu, ºe na²a predbeºná de�nícia para-

metrizácie zo za£iatku kapitoly je príli² striktná. Potrebujeme takú, ktorá bude

zodpoveda´ na²ím o£akávaniam a pritom bude dostato£ne �exibilná.

Ukazuje sa, ºe takýmto uºito£ným nástrojom sú racionálne funkcie.

De�nícia 3.1 (Racionálna funkcia): Funkcia f(x1, . . . , xn) je racionálna, ak ju

vieme vyjadri´ ako f(x1, . . . , xn) =
p(x1, . . . , xn)

q(x1, . . . , xn)
, pri£om p(x1, . . . , xn), q(x1, . . . , xn)

sú polynómy nad po©om C v premenných x1, . . . , xn a q(x1, . . . , xn) 6≡ 0.

Navy²e
p

q
=

p′

q′
⇐⇒ pq′ − p′q = 0.

Poznámka: Odteraz budeme polynómy nad po©om C v premenných x1, . . . , xn oz-

na£ova´ C[x1, . . . , xn], racionálne funkcie nad C v x1, . . . , xn budeme ozna£ova´ C(x1, . . . , xn).
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Pretoºe racionálna funkcia je podiel polynómov, môºe sa sta´, ºe pre niektoré hodnoty

nie je de�novaná. Konkrétne sú to tie hodnoty, kde menovate© nadobúda hodnotu 0.

De�nícia 3.2 (De�ni£ný obor racionálnej funkcie): Uvaºujme racionálnu funk-

ciu f(x1, . . . , xn) =
p(x1, . . . , xn)

q(x1, . . . , xn)
. De�ni£ným oborom f(x1, . . . , xn) nazveme hustú

otvorenú mnoºinu

dom f(x1, . . . , xn) = {(x1, . . . , xn) ∈ Cn | q(x1, . . . , xn) 6= 0}.

De�nícia 3.3 (Obor hodnôt racionálnej funkcie): Uvaºujme racionálnu funk-

ciu f(x1, . . . , xn). Oborom hodnôt f(x1, . . . , xn) nazveme mnoºinu

range f(x1, . . . , xn) = {y ∈ C | ∃ (x1, . . . , xn) ∈ dom f(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) = y}.

De�nícia 3.4 (Graf racionálnej funkcie): Uvaºujme racionálnu funkciu f(x1, . . . , xn).

Grafom funkcie f nazveme mnoºinu

Γf = {(x1, . . . , xn, y) | (x1, . . . , xn) ∈ dom f(x1, . . . , xn) ∧ y = f(x1, . . . , xn)}.

De�nícia 3.5 (Racionálna krivka): Krivku C : f(x, y) = 0 nazveme racionálnou,

ak existuje ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t));ϕ1, ϕ2 ∈ C(t), ºe

1. aº na kone£ný po£et výnimiek je pre t ∈ C bod (ϕ1(t), ϕ2(t)) de�novaný a leºí

na krivke.

2. aº na kone£ný po£et výnimiek je kaºdý bod krivky obrazom nejakého t ∈ C.

Navy²e, k ϕ2(t) musí existova´ inverzné zobrazenie ψ(x, y)

ψ(x, y) : (x, y) 7−→ t

také, ºe
ϕ ◦ ψ = idC2
ψ ◦ ϕ = idC1

Poznámka: Predchádzajúca de�nícia nám hovorí, kedy je krivka parametrizovate©ná.

Príklad 3.4: Zoberme krivku so singularitou v po£iatku z pr. 3.2 zadanú parame-

tricky ako ϕ(t) = (t2 − 1, t(t2 − 1)).
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Uvaºujme zobrazenie ψ(x, y) =
y

x
. Zobrazenie je de�nované vºdy okrem situácie,

kedy

t2 − 1 = 0 ⇐⇒ t = ±1.

Korektnos´ ψ(x, y) overíme dosadením:

t
ϕ7−→ (t2 − 1, t(t2 − 1))

ψ7−→ t.

Príklad 3.5: Uvaºujme parabolu C zadanú parametricky ako ϕ : t 7−→ (t, t2) =

(x, y).

Overíme, ºe ϕ je naozaj parametrizáciou � dosadením, alebo intuitívne, ke¤ si pred-

stavíme, ºe �dvíhame� os
↔
x na parabolu.

Teraz nájdime inverzné zobrazenie � chceme, aby platilo ψ1(x, y) = t. Na to sta£í

premietnu´ parabolu spä´ na os. Odtia©to máme ψ1 : (x, y) 7−→ x. Jednoducho

overíme, ºe takto de�nované ψ je naozaj inverzným zobrazením.

Skúsme v²ak uvaºova´ ψ2(x, y) =
y

x
. Po dosadení opä´ máme ψ2(x, y) = t. Narozdiel

od ψ1 v²ak ψ2 nie je de�nované v²ade.

0

1

2

3

4

-2 -1 0 1 2
x

y

φψ 

Obrázok 3.3: Parabola C : f(x, y) = y − x2 má param. ϕ : t 7−→ (t, t2).

Ukázali sme si, ºe inverzné zobrazenie nemusí by´ ur£ené jedozna£ne, no nasledujúce

de�nície nám hovoria, ºe sa lí²ia iba na prvý poh©ad.
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De�nícia 3.6 (Regulárna a racionálna funkcia na krivke): Uvaºujme krivku C
a funkciu ϕ : C 7−→ C. Ak ∃f ∈ C[x1, . . . , xn] (C(x1, . . . , xn)) také, ºe ϕ(P ) =

f(P ) ∀P ∈ C, potom ϕ nazveme regulárnou (racionálnou) funkciou na C.

De�nícia 3.7 (Súradnicový okruh krivky, mnoºina rac. funkcií na krivke):

Uvaºujme krivku C. Mnoºina v²etkých regulárnych funkcií na C je

C[C] = {f | f je regulárna na C}

a nazývame ju súradnicový okruh krivky C.
Mnoºina racionálnych funkcií na krivke C je

C(C) =

{
f

g
| f, g ∈ C[C] ∧ g je nenulový na otvorenej podmnoºine C

}
,

pri£om
f

g
=

f ′

g′
⇐⇒ fg′ − f ′g ≡ 0 na C.

Poznámka: Podmienkou, ºe nejaký polynóm je �identicky rovný 0 na C� máme

na mysli, ºe tento je násobkom polynómu, ktorý de�nuje krivku. De�nujúci polynóm

krivky je �nulou na C�, lebo v²etky body krivky po dosadení dávajú nulu.

Teda (regulárne alebo racionálne) funkcie, ktoré sa na na²ej krivke (resp. v²ade tam,

kde sú na nej de�nované) správajú rovnako, sú pre nás totoºné. Správanie funkcií

mimo krivky nás nezaujíma.

Vrá´me sa k predchádzajúcemu príkladu, kde sme na²li dve rôzne inverzné zobrazenia

parametrizácie paraboly: ψ1(x, y) = x a ψ2(x, y) =
y

x
. Povedali sme si, ºe sú rôzne

iba zdanlivo � teraz si ukáºeme, ºe patria do C(C):(
ψ1(x, y) = ψ2(x, y)

)
⇐⇒

(x
1

=
y

x

)
⇐⇒

(
x2 − y = 0

)
Pretoºe parabolu máme zadanú ako C : f(x, y) = y − x2, £iºe f(x, y) je nula na C,
tvrdenie platí.
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3.2 Izomor�zmy a biracionálne zobrazenia

V predchádzajúcej £asti sme sa na zobrazenie ϕ pozerali ako na zobrazenie medzi dvo-

ma priestormi, ktoré parametru t priradilo bod (x, y) v rovine:

ϕ : C1 → A2(C)

t → (x, y) kde (x, y) = (ϕ1(t), ϕ2(t))

Pri parametrizácii paraboly (pr. ??) sme si pri kon²trukcii zobrazenia ϕ pomohli

predstavou, ºe �dvíhame� os
↔
x na parabolu. Na C1 sme sa teda nepozerali ako

na jednorozmerný priestor parametrov t, ale ako na priamku v rovine. Prirodzene

preto vyvstáva otázka, £i môºeme de�nova´ zobrazenie medzi ©ubovo©nými krivkami,

nielen medzi priamkou a inou krivkou (parametrizáciu) a ak áno, za akých okolností.

De�nícia 3.8 (Racionálne zobrazenie): Majme krivky C1, C2 ⊂ A2(C). Zobraze-

nie ϕ(x, y) : C1 → C2 sa nazýva racionálne, ak existujú racionálne funkcie ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)

de�nované na hustej otvorenej podmnoºine C1 také, ºe v²ade, kde sú de�nované, platí

ϕ(x, y) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)).

Rovnos´ (totoºnos´) dvoch racionálnych zobrazení de�nujeme podobne ako v prípade

racionálnych funkcií.

De�nícia 3.9 (Regulárne zobrazenie (mor�zmus)): Ak obe zobrazenia ϕ1(x, y)

a ϕ2(x, y) z predchádzajúcej de�nície sú polynómy, ϕ(x, y) nazývame regulárne zo-

brazenie alebo mor�zmus.

De�nícia 3.10 (Dominantné zobrazenie): Uvaºujme racionálne zobrazenie ϕ(x, y) :

C1 7−→ C2. Ak ϕ(C1) je hustá v C2, ϕ nazveme dominantné.

Predchádzajúca de�nícia dominantného zobrazenia ve©mi pripomína de�níciu sur-

jektívnosti. Pretoºe v²ak uvaºujeme ϕ racionálne, toto nemusí by´ de�nované v²ade.

Preto mu umoº¬ujeme niektoré hodnoty nenadobúda´, av²ak vyºadujeme, aby ich

nebolo �prive©a�. �o to znamená?

Biracionálne zobrazenia moºno de�nova´ i v priestoroch s vy²²ou dimenziou a/alebo

na zloºitej²ích objektoch ako sú krivky. Tam sa lep²ie ukáºe, pre£o dominantné zo-

brazenia de�nujeme práve cez husté mnoºiny: napr. pri plochách sa môºe sta´, ºe
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zobrazenie nie je de�nované na celej krivke, nielen iba na kone£nej mnoºine bodov.

Pretoºe plocha bez jednej krivky tvorí hustú mnoºinu, zobrazenie je stále racionálne

� hoci je nede�nované na nekone£nej mnoºine.

Pri parametrizácii sme sa pýtali, ako vyzerá inverzné zobrazenie k ϕ. Táto otázka je

namieste i teraz.

Príklad 3.6: Uvaºujme kruºnicu C : f(x, y) = x2 + y2 − 1. Metódou stereogra�ck-

ej projekcie z bodu (−1, 0) sme v pr. 3.3 skon²truovali parametrizáciu ϕ(t) =(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
. Ak sa v²ak ϕ pozrieme ako na zobrazenie medzi krivkami v a�nnej

rovine, získame predpis

ϕ(x, y) : (x, 0) 7−→
(

1− x2

1 + x2
,

2x

1 + x2

)
ktorého správnos´ overíme dosadením:

f(x, y) =

(
1− x2

1 + x2

)2

+

(
2x

1 + x2

)2

− 1 =

=
(1− x2)2 + (2x)2 − (1 + x2)2

(1 + x2)2
=

0

(1 + x2)2
= 0 ∀(x, y) ∈ C

Pri de�nícii racionálnej krivky sme v²ak poºadovali i existenciu inverzného zobrazenia,

ktoré kruºnicu zobrazí spä´ na priamku. Pretoºe vieme skon²truova´ zobrazenie

ψ(x, y) : (x, y) 7−→
(

1− x
y

, 0

)
a platí, ºe

(x, 0)
ϕ7−→

(
1− x2

1 + x2
,

2x

1 + x2

)
ψ7−→ (x, 0)

(x, y)
ψ7−→

(
1− x
y

, 0

)
ϕ7−→ (x, y),

kruºnica je naozaj racionálnou krivkou.

Príklad 3.7: Uvaºujme parabolu C : f(x, y) = y − x2.

Predstavu o �dvíhaní� osi
↔
x (priamky) môºeme popísa´ mor�zmom ϕ(x, y) ako

ϕ(x, y) : (x, 0) → (x, x2)
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Inverzné zobrazenie ψ(x, y) je premietaním na os
↔
x, teda �zabúdaním� druhej súrad-

nice

ψ(x, y) : (x, y) → (x, 0)

a naozaj platí

(x, 0)
ϕ→ (x, x2)

ψ→ (x, 0)

Preto ψ(x, y) je mo�zmom paraboly a osi
↔
x.

Predchádzajúce dva príklady nazna£ujú, ºe medzi krivkami C1, C2 môºe existova´

obojstranný vz´ah: vieme nájs´ zobrazenie, ktoré transformuje C1 na C2 a iné, ktoré

zobrazuje C2 na C1.

De�nícia 3.11 (Biracionálne zobrazenie): Majme krivky C1, C2 ⊂ A2(C). Ra-

cionálne zobrazenie ϕ(x, y) : C1 → C2 sa nazýva biracionálne, ak existuje racionálne

inverzné zobrazenie ψ(x, y) : C2 → C1 a v²ade tam, kde sú ϕ(x, y), ψ(x, y) de�nované,

platí:
ϕ(x, y) ◦ ψ(x, y) = idC2
ψ(x, y) ◦ ϕ(x, y) = idC1

Ak je zobrazenie ϕ(x, y) biracionálne, krivky C1, C2 nazývame biracionálne ekvivalent-

né.

Poznámka: Kruºnica v zobrazení ϕ(x, y) z pr. 3.6 je biracionálne ekvivalentná

s osou
↔
x.

De�nícia 3.12 (Izomor�zmus): Majme krivky C1, C2 ⊂ A2(C). Regulárne zo-

brazenie ϕ(x, y) : C1 → C2 je izomor�zmus, ak existuje regulárne inverzné zobrazenie

ψ(x, y) : C2 → C1 a platí:

ϕ(x, y) ◦ ψ(x, y) = idC2
ψ(x, y) ◦ ϕ(x, y) = idC1

Ak je zobrazenie ϕ(x, y) izomor�zmus, krivky C1, C2 nazývame izomorfné.

Poznámka: Parabola v zobrazení ϕ(x, y) z pr. 3.7 je izomorfná s osou
↔
x.

Vidíme, ºe krivky moºno rozdeli´ do skupín, kde v rámci jednej skupiny sú krivky

navzájom biracionálne ekvivalentné. Navy²e platí nasledujúca veta.
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Veta 3.1: Dominantné biracionálne zobrazenia de�nujú reláciu ekvivalencie �∼� na mno-

ºine rovinných kriviek.

Dôkaz: Uvaºujme krivky C1, C2, C3.

1. Relácia je re�exívna, pretoºe C1 ∼ C1 platí pre identické zobrazenie

idC1 : C1 → C1
(x, y) → (x, y)

ktoré je nielen biracionálne, ale i bijektívne a v²ade de�nované, teda je izomor-

�zmom.

2. Relácia ∼ je symetrická, ak

(C1 ∼ C2)⇒ (C2 ∼ C1).

Pretoºe C1 ∼ C2, existujú také zobrazenia

ϕ12 : C1 → C2
ψ21 : C2 → C1

ºe sú racionálne a navzájom inverzné. Preto môºeme zvoli´

ϕ21 : C2 → C1, ϕ21 ≡ ψ21

ψ12 : C1 → C2, ψ12 ≡ ϕ12

£ím získavame C2 ∼ C1.

3. Poºiadavku tranzitívnosti relácie ∼ môºeme formálne de�nova´ ako platnos´

tvrdenia

(C1 ∼ C2) ∧ (C2 ∼ C3)⇒ (C1 ∼ C3).

Pretoºe C1 ∼ C2 a C2 ∼ C3, existujú racionálne navzájom inverzné zobrazenia

ϕ12 : C1 → C2
ψ21 : C2 → C1

a
ϕ23 : C2 → C3
ψ32 : C3 → C2

také, ºe
ϕ12 ◦ ψ21 = idC2
ψ21 ◦ ϕ12 = idC1

a
ϕ23 ◦ ψ32 = idC3
ψ32 ◦ ϕ23 = idC2

Zobrazenia
ϕ13 = ϕ23 ◦ ϕ12

ψ31 = ψ21 ◦ ψ32
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existujú, pretoºe z predpokladu vety uvaºujeme dominantné zobrazenia, £o nám

ich umoº¬uje sklada´. Obe ϕ13, ψ31 sú racionálne, pretoºe vznikli zloºením

racionálnych zobrazení, a hne¤ uvidíme, ºe sú i navzájom inverzné, preto ϕ13

je biracionálne. Sta£í dokáza´ platnos´

ϕ13 ◦ ψ31 = idC3
ψ31 ◦ ϕ13 = idC1 ,

na £o sta£í oby£ajné dosadenie:

ϕ13 ◦ ψ31 = (ϕ23 ◦ ϕ12) ◦ (ψ21 ◦ ψ32)
asoc.

= ϕ23 ◦ (ϕ12 ◦ ψ21) ◦ ψ32 =

= ϕ23 ◦ idC2 ◦ ψ32 = ϕ23 ◦ ψ32 = idC3

ψ31 ◦ ϕ13 = (ψ21 ◦ ψ32) ◦ (ϕ23 ◦ ϕ12)
asoc.

= ψ21 ◦ (ψ32 ◦ ϕ23) ◦ ϕ12 =

= ψ21 ◦ idC2 ◦ ϕ12 = ψ21 ◦ ϕ12 = idC1

Relácia ∼ je naozaj tranzitívna.

Ukázali sme re�exívnos´, symetriu a tranzitívnos´ relácie ∼, preto táto je ekvivalen-

ciou.

Q.E.D. �

3.3 Rozklad singularity

Predchádzajúcu £as´ kapitoly sme ukon£ili vetou, pod©a ktorej moºno na základe relá-

cie �∼� rovinné krivky rozdeli´ do tried, kde potom v rámci tej-ktorej triedy krivky

v ur£itom zmysle nerozli²ujeme � £iºe krivky moºno za ur£itých okolností �nahradi´�

inými, pri£om sa ni£ zlé nestane. Vynára sa zaujímavé zistenie: vieme si zjednodu²i´

prácu so singulárnymi krivkami - sta£í, ak nájdeme ich biracionálne ekvivalenty bez

singularít, alebo so singularitami, ktoré sú �kraj²ie� £i �jednoduch²ie�.

Ako v²ak takúto biracionálne ekvivalentnú krivku nájs´? A ako vyzerá operácia,

ktoré nám toto v²etko umoº¬uje?

De�nícia 3.13 (Rozklad singularity): Uvaºujme singulárnu rovinnú krivku C1.
Dvojicu (C2, ϕ(x, y)) nazveme rozkladom singularity, ak C2 je regulárna rovinná kriv-

ka a ϕ(x, y) : C2 7−→ C1 je biracionálne zobrazenie kriviek C1, C2.
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Príklad 3.8: Ve©mi jednoduchým a nám uº známym príkladom rozkladu singularity

je parametrizácia. Vtedy je krivka biracionálne ekvivalentná s priamkou (pozri pr.

3.4, pr. 3.6).

3.3.1 Rozdutie roviny

Rozdutie roviny sa dá krátko de�nova´ ako kon²trukcia plochy B ⊂ A3(C) bira-

cionálne ekvivalentnej s rovinou A2(C). Je v²ak dôleºité si uvedomi´, ºe pri ploche sa

môºe sta´, ºe je nede�novaná na nekone£ne ve©kej mnoºine � napr. na nejakej krivke.

Uvaºujme rovinu A2(C) a po£iatok súradníc P = (0, 0). Vyuºime fakt, ºe ©ubovo©ný

bod roviny leºí na nejakej priamke prechádzajúcej P , a pokúsme sa vytvori´ h©adanú

plochu nasledovne: pre kaºdý bod rozhodnime, na ktorej priamke leºí, a potom ho

pod©a toho vhodne zobrazme.

Ukazuje sa, ºe vhodným klasi�kátorom bodu je smernica priamky κ ∈ C, pretoºe
toto £íslo danú priamku (a teda i v²etky jej body) popisuje jednozna£ne. Máme

y = κx =⇒ κ =
y

x

Teraz kaºdý bod transformujme tak, ºe ho �zdvihneme� v kolmom smere o κ, £ím

vytvoríme mnoºinu G.
Dostávame sa k prvému problému: nie v²etky body roviny vieme takto spracova´,

pretoºe nie vºdy vieme κ vypo£íta´. Problémové sú body, pre ktoré x = 0 � body

na osi
↔
y . Tieto musíme vynecha´.

Pretoºe na²ou snahou je nájs´ biracionálne ekvivalentnú plochu, body G nám nesta-

£ia (potrebujeme mnoºinu bodov popísanú polynómom, a nie racionálnou funkciou).

Vytvorme preto nadmnoºinu B ⊃ G, ktorá uº plochou bude, a pritom bude najmen²ia

moºná: posta£í, ak bod (0, 0) nahradíme priamkou
↔
z= {(0, 0, z) | z ∈ C}.

Teraz si predchádzajúci slovný postup sformalizujme:

1. Kon²trukcia mnoºiny G:
Zostavme racionálnu funkciu

g(x, y) =
y

x
,
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ktorá má de�ni£ný obor

γ := dom g = {(x, y) ∈ A2(C) | x 6= 0}

a graf

G := Γg = {(x, y, z) | y = xz ∧ x 6= 0} ( γ × A1(C) ( A2(C)× A1(C) = A3(C).

2. Kon²trukcia plochy B:
�alej majme mnoºinu bodov

B = {(x, y, z) | y = xz} ( A3(C),

pre ktorú zjavne platí G ( B.

3. Presný popis plochy B:
Uvaºujme mor�zmus

πz : A3(C) 7−→ A2(C)

(x, y, z) 7−→ (x, y)

Pri re²trikcii de�ni£ného oboru πz z moºného A3(C) iba na B ( A3(C) máme

πz(B) = γ ∪ {P}

a pre π−1
z platí

π−1
z (P ) =

↔
z = {(0, 0, z) | z ∈ C}

π−1
z (γ) = G

}
=⇒ π−1

z ({P} ∪ γ) =
↔
z ∪ G = B

Takto skon²truovanú plochu B nazývame rozdutím roviny v bode (0, 0).

Ozna£me inverzné zobrazenie k πz ako σz. Potom B je biracionálne ekvivalentná

s rovinou, pretoºe

σz(x, y) : A2(C) 7−→ B
(x, y) 7−→

(
x, y,

y

x

) a
πz(x, y, z) : B 7−→ A2(C)

(x, y, z) 7−→ (x, y)

sú racionálne a navzájom inverzné:

(x, y)
σz7−→

(
x, y,

y

x

)
πz7−→ (x, y)

(x, y, z)
πz7−→ (x, y)

σz7−→
(
x, y,

y

x

)
= (x, y, z) ⇐⇒ (y = xz) na B.
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Obrázok 3.4: Rozdutie roviny v bode (0, 0).

3.3.2 Odstránenie singularity

Uvaºujme singulárnu krivku Cz. Upravme sústavu súradníc tak, aby sa singulárny

bod krivky nachádzal v po£iatku (vhodným posunutím), a zárove¬ aby os
↔
y nebola

doty£nicou v P (vhodným oto£ením). Vytvorme plochu B a ozna£me ju f(x, y, z) =

xz − y.

Ukázali sme si, ºe rozdutie je biracionálne, pretoºe ho vieme popísa´ dvojicou racionál-

nych zobrazení (σz, πz), ktoré sú navzájom inverzné. Krivka Cz ⊂ A2(C) sa preto

transformuje na novú priestorovú krivku C ⊂ B ⊂ A3(C). Pretoºe singulárny bod

P ∈ Cz sa nachádza v po£iatku, v rozdutí bude nahradený osou
↔
z ; do mnoºiny C ∩ ↔z

budú patri´ body, ktoré zodpovedajú smerom doty£níc v P .

Zobrazenie πz bolo premietaním B do roviny z = 0, £o pre C ⊂ B znamenalo, ºe

sa zobrazí na Cz = πz(C). Skúsme sa pozrie´, £o sa stane, ak si vyberieme inú rovinu

premietania, konkrétne rovinu y = 0.

De�nujme premietanie do roviny y = 0 ako

πy(x, y, z) : B 7−→ A2(C)

(x, y, z) 7−→ (x, z)

}
=⇒ πy(C) =: Cy ⊂ A2(C)
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Na to, aby platilo Cz ∼ Cy, potrebujeme e²te de�nova´ σy(x, y, z) tak, aby σy, πy boli

navzájom inverzné.

Pretoºe πy bolo premietaním, sta£í nám dour£i´ jednu súradnicu w tak, aby σy malo

predpis

σy(x, z) : A2(C) 7−→ B
(x, z) 7−→ (x,w, z)

a platilo
πy ◦ σy = idCy
σy ◦ πy = idC

Na ur£enie w si sta£í uvedomi´, ºe σy(Cy) ⊂ B : f(x, y, z) = xz − y. Pretoºe w = y,

máme w = xz a teda i celý predpis σy.

Napokon overme C ∼ Cy. Zobrazenie σy je racionálne, preto sta£í ukáza´, ºe je

inverzné k πy:

(x, y, z)
πy7−→ (x, z)

σy7−→ (x, xz, z) = (x, y, z) ⇐⇒ (y = xz)

(x, z)
σy7−→ (x, xz, z)

πy7−→ (x, z)

Máme Cz ∼ C a C ∼ Cy. Vo vete 3.1 sme dokázali, ºe relácia �∼� je tranzitívna.

Pre nás to znamená, ºe ak krivku C zobrazíme biracionálne na ¤al²iu krivku, pôvod-

ná Cz bude aj s touto novou krivkou vo vz´ahu ∼. Preto Cz ∼ Cy.

V²etky uvaºované zobrazenia sú dominantné, preto kone£ný predpis transformácie

σ : Cy 7−→ Cz vieme vysklada´ ako

(x, y)
σy7−→ (x, xy, y)

πz7−→ (x, xy).

Odtia© máme

σ = (σ1, σ2) = πz ◦ σy : Cy ⊂ A2(C) 7−→ Cz ⊂ A2(C)

(x, y) 7−→ (x, xy)

Predpis krivky Cy získame dosadením transformácie σ do predpisu Cz:

f(σ(x, y)) = f(σ1(x, y), σ2(x, y)) = f(x, xy)
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Obrázok 3.5: Rozklad singularity metódou rozdutia roviny v bode.

V nasledujúcich príkladoch pouºijeme σ na rozklad niektorých známych singularít.

Príklad 3.9: Uvaºujme na²u známu kubickú krivku C : f(x, y) = y2 − x2 − x3.

Jednoduchým overením zistíme, ºe v bode (0, 0) sa nachádza singularita:

∂

∂x
f(0, 0) =

∂

∂y
f(0, 0) = 0.

Pretoºe os
↔
y nie je doty£nicou v bode (0, 0), môºeme sa pokúsi´ pomocou zobrazenia

σ singularitu rozloºi´:

σ(x, y) : Cσ 7−→ C
σ(x, y) : (x, y) 7−→ (x, xy)

fσ(x, y) = f(σ(x, y)) = f(σ1(x, y), σ2(x, y)) =

= f(x, xy) = (xy)2 − x2 − x3 = x2[y2 − 1− x]

Vznikli nám dve krivky: priamka x2 = 0 (dvojnásobná os
↔
y ), ktorú nazývame výni-

mo£ná priamka (ang. exceptional line) a parabola y2 = x + 1. Priamku zanedbáme

(dôvod si vysvetlíme a dokáºeme neskôr), a za h©adanú krivku Cσ prehlásime parabolu
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Obrázok 3.6: Rozkladom krivky C : f(x, y) = y2−x2−x3 je Cσ : fσ(x, y) =

y2 − 1− x.

fσ(x, y) := y2 − x− 1.

Vidíme, ºe k singulárnej krivke sme na²li biracionálne ekvivalentnú, vo v²etkých

bodoch hladkú krivku � £iºe sa nám naozaj podarilo singularitu rozloºi´.

Poznámka: Animáciu rozkladu tejto singularity a taktieº animáciu rozdutia roviny

je moºné vidie´ na priloºenom CD.

Príklad 3.10: Uvaºujme kubickú krivku C : f(x, y) = y2 − x3.

Rovnakým spôsobom ako v predchádzajúcom príklade uvidíme, ºe v bode (0, 0) je

krivka singulárna a ºe
↔
y nie je doty£nicou v tomto bode. Rozloºme túto singularitu

pomocou zobrazenia σ:

σ(x, y) : Cσ 7−→ C
σ(x, y) : (x, y) 7−→ (x, xy)

fσ(x, y) = f(σ(x, y)) = f(x, xy) = (xy)2 − x3 = x2[y2 − x]

Výnimo£nou priamkou je znova dvojnásobná os
↔
y , h©adanou krivkou je parabola

Cσ : fσ(x, y) = y2 − x.
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V príkladoch sme si ukázali, ºe pomocou σ vieme singularity naozaj rozloºi´. Okrem

h©adanej regulárnej krivky Cσ nám v²ak vznikla i (nieko©konásobná) výnimo£ná pri-

amka, o ktorej sme si povedali, ºe ju nebudeme bra´ do úvahy. Aký je v²ak jej

význam? A pre£o ju naozaj môºeme zanedba´?

Zobrazenie σ(x, y) = (x, xy) �stlá£a� os
↔
y : x = 0 do bodu (0, 0), v²ade inde je in-

jektívne. Pretoºe σ je biracionálne, pri h©adaní vzoru os
↔
y dostaneme naspä´, av²ak

s príslu²nou násobnos´ou. Táto závisí od toho, ko©kokrát krivka prechádza po£iatkom

� kaºdý prechod �pridáva� jeden bod (0, 0), ktorý potom nahradíme jednou priamkou
↔
y . �Po£et prechodov� krivky cez nejaký bod charakterizuje správanie v tomto bode,

viacnásobný prechod interpretujeme ako singulárnos´. Preto násobnos´ výnimo£nej

priamky závisí práve od zloºitosti singularity, ktorú nahradzuje.

Pravdivos´ tohto ve©mi intuitívneho a neformálneho argumentu potvrdzuje nasle-

dujúca veta a jej dôkaz, ktorá navy²e dáva predpis fσ(x, y) krivky Cσ.

Veta 3.2: Uvaºujme rovinnú krivku C stup¬a n s d-násobnou singularitou v bode

(0, 0) a predpisom

f(x, y) = fd(x, y) + fd+1(x, y) + . . .+ fn(x, y) =
n∑
i=d

fi(x, y),

pri£om fi(x, y) obsahuje iba £leny stup¬a i.

Potom krivka Cσ, ktorá je biracionálnym ekvivalentom C v zobrazení

σ(x, y) = Cσ 7−→ C
(x, y) 7−→ (x, xy)

má predpis

fσ(x, y) = fd(1, y) + xfd+1(1, y) + . . .+ xn−dfn(1, y).

Dôkaz: Po aplikovaní zobrazenia σ máme:

f(σ(x, y)) : f(x, xy) =
n∑
i=d

fi(x, xy)

Kaºdý zo s£ítancov f(x, y) moºno zapísa´ ako

fi(x, y) = ai,0x
i + ai−1,1x

i−1y + . . .+ a1,i−1xy
i−1 + a0,iy

i =
i∑

j=0

ai−j,jx
i−jyj
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odkia© máme

fi(x, xy) =
i∑

j=0

ai−j,jx
i−j(xy)j =

i∑
j=0

ai−j,j(x
i−jxj)yj =

=
i∑

j=0

ai−j,jx
iyj = xi

i∑
j=0

ai−j,j1
i−jyj = xifi(1, y)

Dosadením získavame

f(x, xy) =
n∑
i=d

fi(x, xy) =
n∑
i=d

xifi(1, y) =
n∑
i=d

xdxi−dfi(1, y) =

= xd
n∑
i=d

xi−dfi(1, y) = xd︸︷︷︸
↔
y

[
fd(1, y) + xfd+1(1, y) + . . .+ xn−dfn(1, y)︸ ︷︷ ︸

fσ

]
.

Vidíme, ºe fσ(x, y) má naozaj poºadovaný tvar. E²te ukáºeme, ºe Cσ a C sú naozaj

biracionálne ekvivalentné.

Ozna£me inverzné zobrazenie k σ ako τ a de�nujme ho nasledovne:

τ(x, y) : C 7−→ Cσ
(x, y) 7−→

(
x,
y

x

)

C ; Cσ : Nech (x, y) ∈ C a x 6= 0. Ukáºeme, ºe τ(x, y) ∈ Cσ:
Ak (x, y) ∈ C, potom f(x, y) = 0. Následne

fσ(τ(x, y)) = fσ

(
x,
y

x

)
= fd

(
1,
y

x

)
+ xfd+1

(
1,
y

x

)
+ . . .+ xn−dfn

(
1,
y

x

)
=

=
1

xd

(
xdfd(1, y) + xd+1fd+1(1, y) + . . .+ xnfn(1, y)

)
=

1

xd
f(x, y) = 0

Vidíme, ºe fσ(τ(x, y)) = 0, a teda τ(x, y) ∈ Cσ.

Cσ ; C : Nech (x, y) ∈ Cσ. Ukáºeme, ºe σ(x, y) ∈ C:
Ak (x, y) ∈ Cσ, potom fσ(x, y) = 0. Následne

f(σ(x, y)) = f(x, xy) = fd(x, xy) + xfd+1(x, xy) + . . .+ xn−dfn(x, xy) =

= xd
(
fd(1, y) + xfd+1(1, y) + . . .+ xn−dfn(1, y)

)
= xdfσ(x, y) = 0

Vidíme, ºe f(σ(x, y)) = 0, a teda σ(x, y) ∈ C.

Q.E.D. �
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Uve¤me si e²te jeden príklad.

Príklad 3.11: Uvaºujme kubickú krivku C : f(x, y) = y2 − x5.

Bod (0, 0) je singularitou. Po pokuse o rozloºenie singularity cez ϕ dostávame:

ϕ(x, y) : Cϕ 7−→ C
ϕ(x, y) : (x, y) 7−→ (x, xy)

fϕ(x, y) = f(ϕ(x, y)) = f(x, xy) = (xy)2 − x5 = x2[y2 − x3]

Výnimo£nou priamkou je znova dvojnásobná os
↔
y , av²ak krivkou, ktorú sme dostali,

je singulárna krivka z predchádzajúceho príkladu (3.10). Nie je regulárna, £o nám

nevyhovuje, preto aplikujeme ϕ e²te raz na Cϕ � dostávame parabolu Cϕϕ : fϕϕ(x, y) =

y2 − x, ktorá uº je regulárna.

-1

-0.5

0

0.5

1

-0.5 0 0.5 1 1.5
x

y

Obrázok 3.7: Rozkladom krivky C : f(x, y) = y2 − x5 je najprv Cϕ :

fϕ(x, y) = y2 − x3 a napokon Cϕϕ : fϕϕ(x, y) = y2 − x.

V²imnime si zaujímavú vec: po prvej aplikácii sa z trojnásobného bodu stal dvojná-

sobný, po druhom pouºití sme získali regulárnu krivku � zloºitos´ singularity klesala,

aº napokon úplne zmizla. Ako a pre£o je to moºné? Odpove¤ nám dá nasledujúce

tvrdenie.
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Veta 3.3: Uvaºujme rovinnú krivku C stup¬a n s d-násobnou singularitou v bode

(0, 0) a predpisom

f(x, y) =
n∑
i=d

fi(x, y),

pri£om fi(x, y) obsahuje iba £leny stup¬a i. Nech os
↔
y nie je doty£nicou C v po£iatku.

Potom

σ−1(0, 0) = {Pi | Pi = (0, κi) ∧ pi ≤ di, i = 1, . . . , s}

kde pi ozna£uje násobnos´ Pi v Cσ a di násobnos´ doty£nice y = κix krivky C v bode

(0, 0).

Dôkaz:

1. Body prieniku

Veta 3.2 nám poskytla presný predpis krivky Cσ:

fσ(x, y) = fd(1, y) + xfd+1(1, y) + . . .+ xn−dfn(1, y).

Do prieniku σ−1(0, 0) = Cσ ∩
↔
y preto patria body, ktoré sú£asne sp¨¬ajú

fσ(x, y) = 0

x = 0

}
⇐⇒ fd(1, y) = 0

Polynóm fd(x, y) popisuje dotykový kuºe© singularity v bode (0, 0) a v¤aka

algebraickej uzavretosti po©a C úplne faktorizuje. Pri zdruºení rovnakých £lenov

ho potom môºeme zapísa´ ako

fd(x, y) = m(y − κ1x)d1 . . . (y − κsx)ds = m

s∏
i=1

(y − κix)di

pri£om m ∈ C \ {0} je vhodná kon²tanta, κi 6= κj pre i 6= j a di je násobnos´

príslu²ného £inite©a (a teda doty£nice so smernicou κi).

Máme

fd(1, y) = m

s∏
i=1

(y − κi)di

a odtia©

Cσ ∩
↔
y = {Pi | Pi = (0, κi), i = 1, . . . , s}.



3. ZOBRAZENIA MEDZI KRIVKAMI 45

2. Násobnos´ bodov prieniku

Potrebujeme ukáza´, ºe rozdutie nám pomáha, a nie naopak. Preto poºadu-

jeme, aby sa aplikovaním zobrazenia σ singularity minimálne nezhor²ili, ak sa

uº nezlep²ia � £iºe chceme, aby Pi mali niº²iu, resp. nerastúcu násobnos´ oproti

zodpovedajúcej doty£nici.

Násobnos´ bodu na krivke Cσ ur£íme pod©a rádu prvej nenulovej derivácie

v ¬om. My potrebujeme, aby pi ≤ di, teda aby existovala (nanajvý²) di-ta

derivácia, ktorá bude v Pi = (0, κi) nenulová.

Deriváciu
∂di

∂ydi
fσ(x, y) môºeme zapísa´ ako

∂di

∂ydi
fσ(x, y) =

∂di

∂ydi

(
m

s∏
i=1

(y − κi)di
)

+ x
∂di

∂ydi

[
fd+1(1, y) + . . .+ xn−d−1fn(1, y)

]

Po dosadení Pi = (0, κi) je druhý s£ítanec rovný 0, preto sta£í derivova´ prvý:

∂di

∂ydi

(
m

s∏
i=1

(y − κi)di
)

=
∂di−1

∂ydi−1

(
∂

∂y
m

s∏
i=1

(y − κi)di
)

∂

∂y
(y − κ1)

d1(y − κ2)
d2 . . . (y − κs)ds = d1(y − κ1)

d1−1(y − κ2)
d2 . . . (y − κs)ds+

+ d2(y − κ1)
d1(y − κ2)

d2−1 . . . (y − κs)ds+
...

+ ds(y − κ1)
d1(y − κ2)

d2 . . . (y − κs)ds−1.

Vidíme, ºe pri jednej derivácii sa stupe¬ polynómu bu¤ zníºi (ak di 6= 0),

alebo sa zachová (ak di = 0), a toto sa opakuje príslu²ný po£et krát (kým
∂di

∂ydi
fd(0, κi) 6= 0). Odtia© máme pi ≤ di.

Q.E.D. �

Príklad 3.12: Uvaºujme krivku C : f(x, y) = y2 − x2 − x2y2.

Krivka má v bode (0, 0) oby£ajnú singularitu. Dotykový kuºe© tvoria priamky y =

±x. Pod©a vety 3.3 o£akávame, ºe Cσ ∩
↔
y= {(0, 1), (0,−1)}.

Krivka s rozloºenou singularitou má predpis Cσ : fσ(x, y) = x2y2−y2+1. Os
↔
y pretína

v bodoch (0, y), druhú súradnicu dopo£ítame dosadením: fσ(0, y) = 1− y2 = 0.

Odtia© máme y = ± 1, £íºe o£akávané {(0, 1), (0,−1)}.
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Obrázok 3.8: Krivka C : f(x, y) = y2 − x2 − x2y2 s doty£nicami y = ± x

sa zobrazí na Cσ, pri£om Cσ ∩
↔
y tvoria body (0,±1).

3.3.3 Rozklad singularity ako nástroj na získanie

parametrizácie

V podkapitole venovanej parametrizácii sme si povedali, ºe racionálne krivky moºno

vyjadri´ ako funkciu parametra. Uviedli sme si kon²trukcie pre niektoré vybrané

krivky, av²ak postupovali sme viac-menej intuitívne.

Uvaºujme v²ak nasledovne: ak je parametrizácia naozaj iba iný zápis (v¤aka bira-

cionálnosti), pri transformácii sa tento mení spolu s krivkou. Preto ak rozkladom

nájdeme regulárnu Cσ ktorej parametrizáciu poznáme, vieme nájs´ aj predpis pre pô-

vodnú krivku C � sta£í dosadi´.

Príklad 3.13: Uvaºujme Geronovu lemniskátu C : f(x, y) = x4 − x2 + y2.

Na rozloºenie singularity v (0, 0) sta£í jedna aplikácia σ :

fσ(x, y) = f(σ(x, y)) = f(x, xy) = x4 − x2 + (xy)2 = x2[x2 − 1 + y2],

h©adanou krivkou Cσ je jednotková kruºnica fσ(x, y) : x2 + y2 − 1.

Parametrizáciou kruºnice (pr. 3.3) je

ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)) : t→
(

1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
= (x, y), t ∈ C
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Obrázok 3.9: Rozkladom singularity Geronovej lemniskáty C : f(x, y) =

x4 − x2 + y2 získame jednotkovú kruºnicu Cσ : fσ(x, y) =

x2 + y2 − 1.

Skúsme pouºi´ σ na nájdenie parametrizácie C:

σ : Cσ 7−→ C
(x, y) 7−→ (x, xy)

σ(x, y) = σ(ϕ1(t), ϕ2(t)) =

(
1− t2

1 + t2
,
2t(1− t2)
(1 + t2)2

)
, t ∈ C

Dosadením do f(x, y) overme, ºe získaný predpis je naozaj parametrizáciou C:(
1− t2

1 + t2

)4

−
(

1− t2

1 + t2

)2

+

(
2t(1− t2)
(1 + t2)2

)2

=

(1− t2)4 − (1− t2)2(1 + t2)2 + (2t(1− t2))2

(1 + t2)4
=

(1− t2)2[(1− t2)2 − (1 + t2)2 + 4t2]

(1 + t2)4
=

0

(1 + t2)4
= 0 ∀t ∈ C.
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Záver

Cie©om predloºenej práce bolo £itate©ovi jednoduchou a zrozumite©nou formou pred-

stavi´ problematiku singularít rovinných kriviek a ich rozkladu. Zvolili sme výkladovú

formu zah¯¬ajúcu ve©ké mnoºstvo motiva£ných príkladov, na rie²eniach ktorých sme

si predstavili jednotlivé pojmy. Pozorovania sme po dôkladnom vysvetlení formálne

zhrnuli do de�nícií a viet, vypracovali sme nieko©ko dôkazov men²ích tvrdení.

Na za£iatku sme sa venovali problematike rovinných kriviek. Rozdelili sme ich na

singulárne a regulárne pod©a toho, £i obsahujú alebo neobsahujú singulárne body;

uviedli sme si v²eobecnú metódu na detekciu singularít.

V ¤al²ej £asti sme skúmali zobrazenia medzi krivkami - parametrizáciu, izomor�zmy

a biracionálne zobrazenia. Z týchto sme si podrobne predstavili �rozdutie roviny�,

ktoré sme následne pouºili na rozklad singularít a získanie predpisu parametrizácie.

Navy²e sme vytvorili po£íta£ové animácie, ktorých jedinou úlohou je inovatívnou

a prí´aºlivou formou upúta´ £itate©ovu pozornos´. Sme totiº presved£ení, ºe mate-

matika je zaujímavá a hravá, a preto je ²koda necha´ ju ºi´ iba vo vzorcoch � najmä

v takých prípadoch, ke¤ sa dá vidie´.
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