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Uvod

Tapetové grupy st matematickou klasifikdciou rovinnych opakujucich sa vzorov, zaloZenej na
symetridch jednotlivych vzorov. Tieto vzory sa Casto vyskytuju napriklad v architektire alebo v
dekorativnom umeni, ale moéZeme ich najst aj na beznych veciach, ¢oho prikladom je dlazba z obrazka
(1). Na konci 19-teho storocia klasifikovali matematici E.S. Fedorov, A.M. Schoenflies a W. Barlow
vo svojich dielach vsetkych 17 tapetovych griap (Fedorov - Symmetry of Crystals).

Torické kvocienty tapetovych grip a ich prezentécie su spracované v ¢lanku such7 0O.: Vertex-
transitive Maps on a Torus, na ktory sa v naSej praci budeme viackrat odvolavat. V tejto praci sme
sa zamerali na klasifikiciu izomorfizmov torickych kvocientov niektorych tapetovych grip.

Nasa praca je rozdelena do Siestich kapitol:

V kapitolach 1 - 3 sme zhrnuli niektoré poznatky, ktoré sme vyuzivali v d'algich kapitolach.
Ide predovsetkym o pojmy konjugécia, akcia grupy na mnozine, fixované prvky, fixované mnoziny
a ich vlastnosti. Dalej sme stru¢ne zhrnuli zhodné zobrazenia v rovine, kde sme sa zamerali na ich
analytické vyjadrenie a niektoré priklady skladania zhodnych zobrazeni v rovine.

Kapitola 4 rozpractava Strukturdlne vlastnosti grap pl(a, b, c) a p2(a,b,c). Pri hladani izomor-
fizmov tychto grip sme vyuzivali niektoré vlastnosti abelovskych grip, ale aj rady generatorov grup
a pocty involucii.

Kapitola 5 obsahuje strukturalne vlastnosti grap pm4 (a,b), pma(a,d), pg1(a,b), pg2(a, b), cm(a,b)
a cma(a, b). Pri jednotlivych grupach sme vyuzivali v8eobecny tvar kazdého prvku, poéty involucii,
velkost a §truktiiru centra, aby sme vedeli sformulovat tvrdenie, kedy st grupy navzajom izomorfné.

Kapitola 6 obsahuje grupy pmmi (a,b), pmma(a,b), pmgi(a,b), pmgz(a,b), pggi(a,b) a pggz(a, b)
a ich §trukturalne vlastnosti. Podobne ako v predchadzajtcej kapitole aj tu sme vyuZivali pre-
dovSetkym pocty involdcii a vSoebecny tvar kazdého prvku grupy. V tejto kapitole pri niektorych
grupach sme vyuzili aj kolmost prvkov v grupe, aby sme nagli podmienky, kedy sd grupy izomorfné.

V zavere rozpracuvame niektoré d'aliie izomorfizmy, na ktoré sme pri analyzovani jednotlivych
grip narazili. Jedna sa predovsetkym o abelovské grupy. KedZe sme pre nedostatok ¢asu nemohli
spracovat vSetky izomorfizmy medzi jednotlivymi kvocientami, pridali sme ich do zaveru ako nacrt-
nutie dalsich otazok tykajucich sa tapetovych grup.
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Obréazok 1: Ukazky pouzitia vzorov, ktoré tapetové grupy vytvaraju.

Na predchadzajucich obréazkoch moézeme vidiet, ze tapetové grupy sa daju najst na réznych veci-
ach. Na prvom obrazku je dlazba z Budapesti, na nej nachddzame grupu pgg. Posunuté zrkadlenia
sa v tomto pripade nachéddzaju na diagonéle. Druhy obrazok znazoriiuje misu z Kermy, na ktorej
mozeme objavit pmg. Dalsim prikladom nadoby, na ktorej sa nachadza vzor vygenerovany niektorou
tapetovou grupou je bronzova misa z Asyrie, ktorej vzor sa nachadza na trefom obrazku. V nej
najdeme grupu em. Nasli by sa efte d'alsie priklady, kto mé zaujem, na intenete sa ich nachéadza
skuto¢ne obrovské mnozstvo.
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1 Konjugacia

Definicia 1.1 Nech G je grupa. Pre kazZdé g € G definujme zobrazenie v, : G — G, dané predpisom
x+—— grg~ !, kde x € G. Potom takéto zobrazenie v, nazjvame konjugaciou prvkom g.

Hovorime, Ze prvok y € G je konjugovangym prvkom k prvku z € G prave vtedy, ked existuje také
g € G pre ktoré plati grg~! = y.
Konjugacia je relaciou ekvivalencie v grupe, pretoze je

o reflexivna, exe™! =z,

1

e symetricka, lebo ak gxrg™" =y, potom gilyg =x

e tranzitivna, lebo ak gzg~! =y a hyh~! = 2z, potom
(hg)z(hg)~" = hgzg~'h™" = h(gzg~ " )h™' = hyh ™' = 2.

Mnozinu prvkov konjugovanych s prvkom z voldme trieda konjugdcie prvku x.

2 Fixované prvky

Zékladnym pojmom, s ktorym budeme pracovat v tejto kapitole je pojem akcie grupy na mnoZine.

Definicia 2.1 Nech X je lubovolnd mnozina a nech G je grupa, v ktorej ndsobenie jej prukov znacime
Povieme, Ze grupa G ma na mnozine X akciu, ak pre kazdy prvok (g,z) z mnoZiny G x X je
definovany prvok g * x, spliiujici nasledujice podmienky:

e ckxr ==
o gk (hxx)= (g h)*uz.
Priklad 2.1 Ak X = G, potom G md prirodzeni akciu

e ndsobenia a plati g+« x = g.x
exr=ex ==

g* (hxx)=g.(hx)=(g9.h).x

e konjugdcie prvkom g a plati g« x = g.x.g~
exr=ecxe l =2

g (h*xx)=gx(ha.h™')=ghah t.g~! = (g.h).x.(9.h)""

1

1

L.z.g neplati

Ale G nemd prirodzend akciu konjugdcie prokom g~
g*(h*xx)=(g-h)x*uz.
exr=e lxe=ux

gx(hxz)=gx(h~ta.h) =g h taohg=(hg) "t (hg)

, pretoZe pre gxx = g~

Pre zjednodusenie zapisu budeme operaciu * vynechévat.

Definicia 2.2 Nech g € G, x € X a G je grupa s akciou na mnoZine X. Povieme, Ze prvok x je
fixzovany prvkom g, ak gx = x.

Priklad 2.2 Priklady fixovaniych prvkov:
o Ak g = e, tak vsetky prvky su fizované.
o Jeding prvok, ktory je fizovanyj otocenim, je stred otocenia.
e Posunutie nemd Ziadny fixovany bod.

Definicia 2.3 Nech G je grupa s akciou na mnozZine X. Povieme, Ze mnoZina A C X je firovand
prvkom g € G, ak pre kaZdy prvok a € A plati ga € A.



Veta 2.1 Nech grupa G md akciu na mnoZine X. Ak x € X je fizovany prvkom g € G, tak prvok hx
je fizovany prvkom hgh™', kde h € G.

Dékaz: Potitajme akciu prvku hgh~! na prvok hz.
hgh™*(hzx) =
z druhej vlastnosti akcie na mnozine dostavame
= (hgh™'h)x
z asociativnosti nasobenia v grupe dostavame
= (hg(h™'h))z
v grupe plati h~'h = e, tak dostavame

= (hg)z

z druhej vlastnosti akcie na mnozine dostavame

= h(gx)
podla predpokladu, ze z je fixovany prvkom g, nakoniec dostaneme

= hx.

¢btd
Veta 2.2 Nech grupa G md akciu na mnozine X. Ak mnozZina A C X je firovand prvkom g € G,
potom hA je fizovand mnoZina prukom hgh™', kde h € G.

Dokaz: dokazovat budeme priamo podobne ako v predchadzajucej vete: pre kazdy prvok a € A

dostaneme
hgh~'(ha) = (hgh~*h)a = (hg(h~'))a = (hg)a = h(ga) = ha.
&btd

3 Prehlad zhodnych zobrazeni v rovine

V tejto Gasti uvedieme struény prehlad zhodnych zobrazeni v rovine a aj niektoré priklady skladania
zhodnych zobrazeni v rovine, ktoré budeme vyuzivat v d'alsich kapitolach.
Zhodné zobrazenia sa daju popisat niekolkymi sposobmi. Analyticky ich moéZzeme vidy zapisat v

() -a(5)+ ()

kde A je matica typu 2 X 2 s determinantom +1. Ak identifikujeme dvojrozmerny priestor s kom-
plexnymi ¢islami z = x 4 yi, tak zobrazenia s det A = 1 sa daja zapisat v tvare

z+— az+ b,
kde a je komplexné ¢islo s absolitnou hodnotou 1. Zobrazenia s det A = —1 sa daju zapisat v tvare
zv+— azZ+b,

kde a je komplexné ¢islo s absolutnou hodnotou 1.



3.1 Identické zobrazenie

Identické zobrazenie alebo identita je zobrazenie, ktoré priraduje prvku mnoziny ten isty prvok
rovnakej mnoziny. Identitu mozeme zapisaf ako zobrazenie Id : R> — R?, pre ktoré plati

Id: <x> <m)
Y Yy
pre kaidy’ prVOk (;) € Rz.

3.2 Osova stimernost

Osovd sumernost alebo reflexia s osou o je také zobrazenie, ktoré kazdy bod A leziaci na osi o zobrazi
sam na seba a kazdy bod A leziaci mimo osi o zobrazi na bod A’ tak, ze priamka o je osou siimernosti
usecky AA’. Reflexia je sama sebe inverznym zobrazenim, pretoze zlozenim dvoch reflexii s rovnakou
osou dostaneme identitu. Cize reflexia je involuciou. Ak si za os simernosti zvolime priamku z = 0,
tak reflexiu zapiSeme ako zobrazenie O : R? — R?, pre ktoré plati

o)~ ()

3.3 Posunutie

Posunutie alebo translicia je také zobrazenie, ktoré kazdy bod A posunie v rovnakom smere a o rov-
nakt vzdialenost na bod A’. Teda smer a velkost posunutia st charakterizované vektorom posunutia
a tym je posunutie uréené jednoznacne.

Transliciu mézeme zapisat ako zobrazenie T : R2 — R2?, pre ktoré plati

(rY L (* b1
e (y> <y> " <bz>
3.4 Otodenie

Otocenie alebo rotdcia je zhodné zobrazenie ur€ené bodom (stredom otoCenia) a uhlom otocenia,
ktory je nenulovy. Analyticky méZeme rotaciu zapisaf ako zobrazenie R : R? — R?, pre ktoré plati

n- (%) — cosp sinp)\ [z
“\y —siny cosy Y
Stredova sumernost je §pecidlnym pripadom otocenia o 180 stupiiov.

3.5 Posunuta stimernost

Posunutd sumernost alebo posunuté zrkadlenie je zobrazenie, ktoré vznikne zloZenim reflexie a po-
sunutia. Posunuté zrkadlenie mozeme zapisat ako zobrazenie P : R?> — R?, pre ktoré plati

() (- ()
() ()



——— = - -

X p(X)| alp(X))

Obrazok 2: Zlozenie dvoch reflexii s rovnobeznymi osami (g o p)(X)

3.6 Niektoré priklady skladania zhodnych zobrazeni
e Zlozenim dvoch reflexii s rovnakou osou dostaneme identitu

e Zlozenim dvoch reflexii s réznymi rovnobeznymi osami dostaneme posunutie, ktorého dlzka sa
rovné dvojnasobku vzdialenosti osi reflexii

e Zlozenim dvoch roznobeznych reflexii p a ¢ dostaneme otocenie, kde priese¢nik osi stiimernosti je
stred oto¢enia. Ak skladame reflexie predpisom (gop)(X) = ¢(p(X)), tak velkost orientovaného
uhla otoCenia ¢ podla obrazka (3) sa rovna dvojnasobku velkosti ostrého uhla, ktory zvieraju
dané reflexie. Ak skladame reflexie predpisom (p o ¢)(X), tak velkost orientovaného uhla sa
rovna dvojnasobku velkosti tupého uhla, ktory zvieraju reflexie p a q.

Obrazok 3: Zlozenie dvoch roznobeznych reflexii (¢ o p)(X)

e Zlozenim dvoch posunuti dostdvame posunutie
e Zlozenim dvoch otoceni s rovnakym stredom ziskame otocenie s tym istym stredom otocenia

e Zlozenim dvoch posunutych zrkadleni, ktoré maja rovnobezné osi simernosti, dostaneme po-
sunutie (nezale7i na orientacii vektorov posunutia)



Obrézok 4: Zlozenie dvoch posunutych zrkadleni (g o p)(X)

4 Grupy pl, p2

4.1 Strukturalne vlastnosti grupy pl(a,b,c)
Grupa pl(a,b;c) je definované nasledujicou prezentaciou
pl(a,bie) = (X, Y[[X,Y] = X* =Y'X =1). (1)

Z relacie [X,Y] = 1 plynie, Ze jej generdtory komutuju, a teda grupa pl(a,b,c) je vzdy abelovska.
Pre Struktiru abelovskych griup plati nasledujica vSeobecné veta:

Veta 4.1 KaZdd konecénd abelovskd grupa s k gemerdtormi je izomorfnd grupe
Zd1 X Zd2 X ... X de

kde plati
d1|d2||dk

Na dokaz tejto vety si uvedieme dve vety bez dokazu (dokaz néjdete v knihe [I1.]). Budeme
pouzivat oznacenie G(p), ¢o je podgrupa abelovskej grupy, do ktorej patria vietky tie prvky, ktorych
rad je mocninou prvodisla p. Dalej pouzijeme pojem p - grupy, ¢o je grupa, ktorej raidom je mocnina
prvocisla p. Pouzivame aj pojem postupnosti typu (p™,...,p™), €o je grupa Zpr X ... X Zprs.

Veta 4.2 Nech G je koneénd abelovskd grupa. Potom G je sucin grip G(p), kde p je prvocislo.

Veta 4.3 KazZda konecnd abelovskd p - grupa je izomorfnd sucinu cyklickjch p - grip. Ak je to
postupnost typu (p™,...,p"), kde

1<r <ro<... <y,
potom je tdato postupnost jednoznacne dand.
Na dokaz vety 4.1 eSte musime dokéazat nasledujice dve lemy.

Lema 4.1 Podgrupa G(p) konecnej abelovskej grupy G je p - grupou.

Doékaz: Aby G(p) bola p - grupou, musi platit Order(G(p)) = p*. Nech rad Order(G(p)) = np",
kde p a n su nesadelitelné. Kedze je G abelovski, potom je komutativna aj G(p), potom stcin
radov jednotlivych jej generatorov musi byt niasobkom velkosti grupy G(p). Ale, rady generatorov
st mocniny prvocisla p, potom aj suc¢in bude mocninou prvocisla p a ten deli znovu len mocnina
prvocisla p, ¢ize n = 1.

¢btd

Nasledujiica lema nam hovori, kolko generatorov maji niektoré z podgrup l'ubovolnej grupy G.

Lema 4.2 Nech koneéni grupu G generuje k generdtorov a N je jej lubovolnd normdlna podgrupa,
potom grupu G/N generuje mazimdlne k generdtorov.

10



Doékaz: Vezmime si kratku exaktni postupnost 1 5 N Yol G/N 2 1. Potom 7 bude sur-
jektivnym homomorfizmom. Nech g1, ...,gr sG generdtory grupy G, potom kazdy prvok g € G
1 2

je konecnou postupnostou tychto generdtorov. Nech g = gfl...gzkg?l...gZ?, potom ale 7(g) =

1 12 m m
(g g it g ) = T(g1)™ .7 (gr)™ . KedZe je T surjektivne zobrazenie, potom pre kaizdy pr-

vok h € G/N existuje také g € G, Ze plati 7(g) = h, potom ale kazdé h je generované maximélne k
prvkami.
¢btd

Dalsia lema hovori o tom, aké vel'ké musi byt s z vety 4.3.

Lema 4.3 Nech abelovski grupu G generuje k prvkov. Nech pre prvocislo p je G(p) uréend postup-
nostou typu (p™,p"2,...,p"), potom plati s < k.

Dokaz: Najprv musime dokazat, Ze postupnost typu (p™,p"2,...,p"*), ktora je izomorfna p - grupe
G(p), generuje prave s prvkov.

Nech ju generuje viac prvkov, nech je to pocet m, teda plati s < m. Ozna¢me prvok e; =
(1,0,...0),es = (0,1,0,...,0), ..., teda e; bude taky vektor, ktory bude mat na i - tom mieste ¢islo
1, na ostatnych miestach buda 0. Prvkov e; je v tomto pripade s. Pomocou nich ale vygenerujeme
kazdy prvok G(p), potom aj prvky postupnosti typu (p™,p"2,...,p").

To, Ze ju generuje minimalne s prvkov, dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na s.

Nech s =1, potom grupa Z,~ je generovand 1 prvkom, teda tvrdenie plati.

Nech tvrdenie plati pre s = n, dokdzeme, ze plati aj pre s =n + 1.

Majme postupnost typu (p™,p"2,...,p"™,p™+1). Vzhladom na to, Ze je to abelovska grupa, mozeme
predpokladat, ze m < ro < ... < 1, < rpq1. Nech v, < rpy1. Grupa K = Zpmn X Zpra X ... X
Zprn X Zprns1 obsahuje ako svoju podgrupu grupu H := Zpm X Zpra X ... X Zyra. 7 indukéného
predpokladu generuje tato grupu minimélne n prvkov. Exponentom tejto podgrupy je zrejme ¢islo
p". Prvok e, méa ale rad p™+! > p™, preto ho nemdzu generovat prvky z podgrupy H. Nech ale
patri nejakd mocnina prvku e,; do grupy H, potom méa poslednt zlozku nulovi, ¢o plati len pre
mocninu p"*1, potom grupa H mé s grupou (e, 1) trivialny prienik. Teda, grupa m4 miniméalne
n + 1 = s generatorov.

Teraz predpokladajme, Ze r, = r,41. Nech grupu K generuje menej ako s prvkov, nech ju
generuje maximélne m prvkov, kde m < s. Potom z indukéného predpokladu existuje takd grupa
izomorfna grupe K, ktora bude izomorfna postupnosti typu (p'*, p't, ..., p'), ktord ma minimalne m
generatorov. Potom ale pre p - grupu G(p) existuja dve postupnosti (typu (p't,p't,...,p'™) a typu
(p™,p"2, ..., p"™, p"m+1)), Co je v spore s vetou 4.3, teda aj tito grupu generuje minimalne n 4+ 1 = s
prvkov.

KedZe sme dokazali, Ze grupu G(p) generuje maximalne s a minimalne s prvkov, musi ju generovat
prave s prvkov.

Nech G = G(p1) X...xG(p,), potom je zrejme grupa N = G(p1)X...xG(pi—1) XG(piy1) X ...xG(pr)
normalnou podgrupou grupy G pre kazdé i € {1,2,...,r}. Potom ale podla predchadzajucej lemy
grupu G/N = G(p;) generuje maximalne k prvkov. Teda, pouZitim predchadzajiceho plati s < k.
¢btd

Teraz uz mozeme dokéazat vetu zo zafiatku tejto sekcie.

Dokaz: Majme konecénu abelovski grupu G. Nech jej rad je ¢éislo p1™!...pl"", kde p; st prvocisla a
m; € {0, 1, ...}, potom tato grupa je izomorfna sucinu G(p1) x G(p2) X ...G(p;).

Podla vety 4.3 pre kazdu podgrupu G(p;) existuje jednozna¢na postupnost typu (p™,...,p"™).
Potom grupa G je izomorfné grupe

G= Zplr(l)l X ... X Zp{‘(l)m X ... X Zplr(l)l X ... X Zplr(z)"l. (2)

Ak grupa G méa k generatorov, potom podla predchadzajticej lemy je ¢islo n; < k pre kazdé
1 < l. Ak n; < k, potom vytvorime nova postupnost typu (0,...,7(i)1,...,7(i)n,), t0 preznacime
na (r(4)1,...,7(7)x). Ak niektoré r(i); je nulové, potom Z, ) >~ 77 a pre kazdé Z, bude platit

r(ij
Iy X Ly = Zy.
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Kedze je G abelovské, potom je taktiez izomorfné grupe

me)l X Zpr(z)l X ... X Zprm1 X ... X me)k X ... X Zprmk. Vzhl'adom na to, ze jednotlivé p; st s p;
1 2 1 1 1

nesudelitelné pre i # j, potom plati

Z r(ty; X L r@y; X oo X Z ry; 27 01y, r(2); r(l); -
pl(l)z p2(2)@ pl( )i pl(l)zpz(z)z.”pl( )i

Ozna¢me si pq(l)ip;(z)i...p;(l)i = d;. Potom grupa G = Z,, X Zg, X ...Z4, , kde plati d;|da]...|d}.
¢ébtd

Aby sme mohli pouZit tuto vetu, treba uréit exponent grupy pl(a, b; ¢). Kedze exponent abelovskej
grupy je najmengim spolo¢nym nasobkom radov, generatorov, v na§om pripade sta¢i uréit rady prvkov
X a Y. Na urcenie radu prvku Y budeme potrebovat jednu vetu z tedrie Gisel.

Veta 4.4 Diofantickd rovnica ax + by = ¢ md rieSenie prdave vtedy, ak ged(a,b)lc.
Dokaz: Nech rovnica ax 4+ by = ¢ ma rieSenie, ukdzeme, Ze gcd(a,b)|c. Nech a = ged(a,b)a’ a
b = ged(a,b)b', potom ax + by = ged(a,b)a’z + ged(a, b)b'y = ged(a,b)(a’z + V'y) = c¢. Kedze ¢islo
gcd(a, b) deli Tava stranu rovnosti, potom musi delit aj ¢islo c.

Nech ¢ = ged(a,b).c’ a nech ka + 1b = gcd(a,b). Prendsobme tuto rovnicu &islom ¢/, dostavame
a(kd) +b(lc') = ged(a, b).c’ = ¢, potom & = k¢’ ay=1¢.
¢btd

Teraz uz mozeme dokazat vetu o radoch generatorov grupy pl(a, b;c).

Veta 4.5 Nech X,Y si generdtory grupy pl(a,b,c) danej prezenticiou (1). Potom
a) rdad proku X je a,
ab

ged(a,c)’

Dokaz: Z prezentacie (1) plynie, Ze rad prvku X deli a. AvSak z geometrickej realizacie ukazanej na
obrazku (5) plynie, Ze rad prvku X je aspont a. Tym sme dokazali ¢ast a).
Na vypocet radu prvku pouzijeme vztah:

b) rid proku'Y je

Order(H x Q)

Order(H.G) = Order (N G)° (3)

Vzhladom na to, Ze pl(a, b; c) je abelovska grupa, bude mnozina
(X).(Y) := {X'Y?,0 <i < Order(X),0 < j < Order(Y)} nosicom grupy pl(a,b;c). Jeho velkost
je podla ¢lanku [I.] ab. V predchadzajicej Casti tohto dokazu sme si ukézali, Ze rad prvku X je a.
Teraz ukézeme, Ze grupou (X) N (Y) je podgrupa (X9¢4(®:)) 7 prezentécie (1) vieme, ze X =
X°Y? = 1. Chceme zistit, pre ktoré m bude existovat také celé &islo n, aby platilo: X™ = Y™ a teda
XY " = 1. KedZe sa pohybujeme v abelovskej grupe, mozeme prehlasit jednotlivé prvky X/Y*
za vektory (j,k). Ak (a,0) = (¢,b) = (0,0), potom aj k(a,0) + I(c,b) = (0,0) = (m, —n)(1). Nasou
ulohou je najst také m, aby rovnost (1) platila. Mame vyriesit rovnicu ka + lc = m. Vo vete 4.4 sme
si dokazali, 7e takato rovnica ma rieSenie jedine vtedy, ked ged(a, ¢)|m. Teda, do podgrupy (X)N(Y")
patria len prvky X7-9¢d(@.c),
Potom po dosadeni dostavame:

_a.Order(Y) a.Order(Y) B a.Order(Y) B
- - cd(a,c - Order(X
Order(HNG)  Order({(X9cd@))) gcd(gcd(a,c),(()rc)ler(X))
.Order(Y .Order(Y
== raer( ) =2 raer( ) = Order(Y).gcd(a, c),
ged(ged(a,c),a) ged(a,c)
cize b
a
Y)=——.
Order(Y) ged(a.d)
¢btd
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Obrazok 5: Grupa pl(a,b,c)

Veta 4.6 Grupa pl(a,b;c) je izomorfnd grupe

796(1(‘2%&) X chd(a,b,c)

Dokaz: Vdaka tomu, 7e pl(a, b; c) je abelovska grupa, sta¢i ndm vediet exponent, ktorym je najmensi
spolo¢ny delitel radov jej generédtorov.

ab )= a.a.b
" ged(a, c) gcd(a, c).ged(a, Wﬁ’m))

lem(a

a.b
ged(a,b)

tu vyuzivame fakt lem(a, b) =

_ a.a.b
~ gcd(a.ged(a, ), a.b)

kde sme vyuzili, ze ged(cz, cy) = c.ged(x, y)

_ a.a.b
 a.gcd(ged(a, c), b)
B a.b

~ ged(ged(a, c),b)
B a.b

~ gcd(a, b, c)

v tomto bode sme vyuZili asociativitu a komutatativnost operécie ged.
¢btd

Pocet involucii v grupe pl(a, b;c) automaticky plynie z toho, Ze je izomorfné sucinu dvoch cyk-
lickych grap.

Dosledok 4.1 Grupa pl(a,b,c) md
e Ziadnu involiciu, ak a a b si nepdrne c&isla,
e 1 involiciu, ak a alebo b je pdrne, ale ged(a, b, c) je nepdrne,

e 3 involicie, ak a,b,c si pdrne ¢isla.
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Vsetky vety pouzité v tejto podkapitole smerovali k najdeniu réznych tried neizomorfnych grap.
Kedy st dve grupy pl(a,b;c) a pl(a’,V’; ¢’) izomorfné, hovori nasledujica veta.

Veta 4.7 Grupy pl(a,b;c) apl(a’,b'; ) siizomorfné prive vtedy, ak ab = a'b’ a zdroveti ged(a, b, c) =
ged(a’, b, ).

Na dokaz tejto vety budeme potrebovat dokizat nasledujicu, vSeobecnd vetu o izomorfizmoch
grupy Zp, X Zy spolu 0 Zpy,r X Zy.

Veta 4.8 Grupy Zy X Zn a Zyy X Zy st izomorfné prave vtedy, ked mn = m'n’ a ged(m,n) =
ged(m/;n’).

Dokaz:

(=")

Nech Z,, x Z, je izomorfna so Z,, x Z,,. Potom, kedZe st izomorfné, ich rddy sa rovnaju, teda
mn = m’n’. Musime e$te dokazat gcd(m,n) = ged(m’,n’).

Najvadsim radom v grupe Z,, X Z, je ¢islo lem(m,n). Nech existuje vacsi rad. Potom existuje
prvok (k,1) taky, ze lem(m,n).(k,1) # (0,0). Ale m|lem(m,n) a teda aj m|lem(m,n).k a podobne
n|l.ged(m,n), o je spor s predpokladom, Ze existuje va&si rad ako lem(m,n). Nech je najviacsim
radom ¢islo k < lem(m,n). Potom bude platit k.(1,1) = (0,0). Kedze k < lem(m,n), potom plati
bud k nedeli m alebo k nedeli n. Co je spor s tym, Ze (k,k) = (0,0). Teda, najvacsim radom v
grupe Z,, X Z, je €islo lem(m,n). V grupe Z,,, X Z, je najvicsim radom ¢islo lem(m’,n’). Ti-
eto dve ¢isla sa musia rovnat a po jednoduchej tiprave a po vyuziti rovnosti rddov grip dostavame
ged(m,n) = ged(m',n').

(-<=")
Nech mn = m/n’ a ged(m,n) = ged(m/,n’). Dokdzeme, Ze obe grupy (Z,, X Zn, & Zy X Zy) st
izomorfné rovnakej grupe. Tou grupou bude Zg.qim.n) X Ziem(m,n)-

Grupa Z,, X Z, je konetna abelovska grupa, ktora generuju prvky (1,0) a (0,1), kde
Order((1,0)) = m a Order((0,1)) = n. Z vety 4.1 vieme, ze grupa Z,, X Z, je izomorfna grupe
Zgy X Zgq,. Cislo dy je exponent, ¢o je najmensi spoloéni nasobok lem(m, n), potom d; = % =
ged(m,n). Tymto sme ukézali, Ze grupa Zn X Zn = Zgeq(mmn) X Ziem(m.mn)- Analogicky sa ukaze
Zm/ X Zn/
¢btd

Teraz uz mozeme dokézat vetu 4.7.

Doékaz: Grupa pl(a,b;c) = Zgcqape) X Z__av___ apl(a',0'5¢") = Zocaqar v,y X Z___arr

geda,b.e) Geata, by |
(»=")
Nech sa uvedene grupy izomorfné. Potom podla vety 4.8 musi platit:
ged(a, b, c). W = ged(d, b’,c’).Wl’b/c,), ¢o po jednoduchych upravach znamené, ze ab = a’b’.
Este mame dokazat ged(a, b, c) = ged(a’, b, ). Z izomorfizmu danych dvoch grip a z predchadzajicej
vety dalej vyplyva nasledujtica rovnost: gcd (gcd a,b,c), gcd(a - C)) = gcd (gcd(a’, v, ), W”b,c,))

Vzhl'adom na to, Ze (gcd(a, b, c))?|ab (vesp. (ged(a’,b,c'))?|ab), potom ged (gcd(a b, c), Wb@c)) =
gcd(a, b, c) (resp. ged (gcd(a/, b, ), WM) = ged(a’, V', ). Cim sme dokazali aj rovnost

najvicsich spolo¢nych delitelov.

(»<=")

Nech ab = @'V a gcd(a,b,¢) = ged(a’,b',¢’). Potom su obe grupy izomorfné rovnakej grupe, a to
Zged(a,be) X
¢btd

ab .
ged(a,b,c)
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4.2 Strukturalne vlastnosti grupy p2(a, b; c)

Grupa p2(a, b; ¢) je grupa, ktora generuju dve posunutia a involutoérna rotacia. Existuje viac ekviva-
lentnych definicii tejto grupy a jednou z nich je:

p2(a,bie) = (T, X, Y|[X,Y] =T? = (TX)* = (TY)’ = X* =Y’X° =1). (4)
Geometricku prezentéciu tejto grupy znazoriuje obrazok (6)

A
XC

\ A

X2
Obrazok 6: Grupa p2(a, b;c)

Podgrupou p2(a, b; ¢) je grupa <X, Y|[X,Y]=X*=YtXc = >, ¢o je ale prezentacia grupy pl(a, b; ¢).
Vzhladom na to, 7%e velkost grupy pl(a,b;c) je ab a velkost grupy p2(a,b;c) je 2ab (vyplyva z
¢lanku [1.]), ma tato podgrupa index 2 a ked7e kazda podgrupa indexu 2 je normalna, potom plati
pl(a,b;c) < p2(a,b;c). Mozeme teda grupu p2(a, b; ¢) vyjadrit nasledujicim spésobom: p2(a,b;c) =
pl(a,b;c) UT.pl(a,b;c) = (T) .pl(a,b;c).

Veta 4.9 Grupy p2(a,b;c) a p2(a’,b';c") si izomorfné prdive viedy, ak si izomorfné grupy pl(a,b;c)
s pl(a’,b';c).

Pred jej dokazom si ale uvedieme este jeden priklad, z ktorého vzide pocet involicii v grupe
p2(a, b; c) trividlne.

Priklad 4.1 Majme prvok grupy p2(a, b;c), ktory je tvaru TX'Y7, kde X*Y” je Tubovolny prvok

grupy pl(a,b;c). Pre kazdy takyto prvok plati, Ze je radu 2. Teda,

TXYITXY! = TXYITY I X! =TX'Yi—1 @ YitlXi = | =TX'TX' =
z prezentacie YTY = XTX =T

TT = 1. Potom v grupe p2(a, b; c) bude ab + n, kde n je pocet involtcii v grupe pl(a, b; c).

Teraz si dokazeme vetu 4.9.

Doékaz:
(=")
Nech su grupy p2(a,b;c) a p2(a’,V'; ') izomorfné. Mame dokazat, Ze potom st aj grupy pl(a,b;c)
s pl(d’,b'; ) izomorfné. Z vety 4.7 vieme, ze dve grupy pl(a,b;c) a pl(a’,t’; ') su izomorfné prave
vtedy, ak ab = d'b’ a ged(a,b,c) = ged(a’,b', ). Vzhladom na to, Ze velkost grupy p2(a,b;c) je
2ab a to sa musi rovnat velkosti grupy p2(a’,b’; '), €o je 2a’'b’, potom dostavame prva z podmienok
izomorfnosti trividlne.

V predchadzajacom priklade sme si dokazali, Ze kazdy prvok z mmnoziny T.pl(a,b;c) je radu
2. Teda, prvok najvisieho radu pochadza z podgrupy pl(a,b;c), resp. pl(a’,b’;¢’) (momentélne

vynechavame moznost, Ze sa jedné o grupu p2(1, 1;¢)). V prvom pripade je tym radom ¢islo Wbbc),

v druhom m. Z predpokladu su grupy p2(a, b;c) a p2(a’,b’; ) izomorfné, potom sa musia aj
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najvicsie rady rovnat a vyuZzitim rovnosti ab = o’b’ dostavame ged(a, b, c) = ged(a’, V', '), ¢m sme
dokazali tuto cast vety.

Majme grupu p2(1,1;¢), aby bola s grupou p2(a’,V'; ¢’) izomorfna, musi «’ = 1 a b’ = 1. Potom
v oboch pripadoch su podgrupy pl(1,1;¢) a pl(1,1;¢') trividlne a teda su izomorfné.

(»<=")
Nech st grupy pl(a,b;c) a pl(a’,b’; ') izomorfné. Potom existuje nejaké zobrazenie dané predpisom:

¢ pl(a,b;c) — pl(d,b';c).

Rozsirme toto zobrazenie na ¢+, ktoré bude prvky grupy pl(a,b;c) zobrazovat na prvky grupy
pl(a’,b'; ") rovnako ako ¢ a involaciu T zobrazi na involaciu 7”.

Ukazeme, 7e je to homomorfizmus. V podgrupe pl(a’,b’; ¢’) spliia @ vietky relacie vyplyvajice z
prezentacie, kedze ¢ je izomorfizmus. Prvok TX*Y7 zobrazi o+ na T"o(X*Y7). Nech p(X*Y7) = X'
a p(X™Y"™) = Y’'. V priklade 4.1 sme si ukézali, Ze kazdy prvok z mnoziny T.pl(a,b;c)(resp.
T, pl(a’,V';c")) je involicia. Potom ¢*(1) = o*((TX*Y7)?) = px(TX*Y7)? = (T'X")? = 1, podob-
ne aj ox((TX™Y")?) = 1.

Kedze ¢+ je homomorfizmus a plati ox(T) = T', ox(X*Y7) = X' a px(X™Y™) = Y, potom
grupou Im(e+*) bude celd grupa p2(a’,b’;¢’) a px bude surjektivne zobrazenie. KedZe pl(a,b;c) a
pl(a’,V'; ') st izomorfné, plati ab = o’b’, potom maja grupy p2(a,b;c) a p2(a’,v’; ¢’) rovnaké rady a
zobrazenie o musi byt aj injektivne.
¢btd
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5 Grupy pm, pg, cm

5.1 Strukturalne vlastnosti grupy pmq(a,b)

Grupa pmj(a,b) je grupa, ktoru generuju 2 reflexie a 1 posunutie. Predstavu, ako tato grupa vyzera
nam déva obrazok (7) a jej Strukturalne vlastnosti budeme sktimat z prezentacie:

pma(a,b) == <R, R.Y|RY]=[R,Y]=R*=R?=(RR)* =Y" = 1> . (5)
A
__ R | R
A
Yb Y| o
RR'
R ]

Obrazok 7: Grupa pm(a,b)

Nasledujica veta nam hovori, akej vieobecnej grupe je pm;(a, b) izomorfna. Vdaka nej dostavame
dosledky, na zaklade ktorych vieme vylacit izomorfizmy medzi jednotlivymi grupami pmi(a,b) a
pmy(a’,b).

Veta 5.1 Grupa pmi(a,b) dand prezentdciou (5) je izomorfnd grupe
Zb X Dga.

Dokaz: Musime dokazat, 7e v grupe pmg(a, b) existuji normalne podgrupy izomorfné Z, a Dy, pre
ktoré plati

Zy N Dog = {1}. (6)

Grupa (Y) je cyklickd podgrupa centra grupy pmi(a,b). Z prezentécie (5) vieme, Ze rad prvku Y
deli ¢islo b. Z obréazku (7) ale vidime, 7e rad musi byt aspon b. Potom (Y) & Z,,.
Nech je podgrupa H dana prezenticiou

H:=(R,RR'|R* = (RR)* = (R(RR'))* =1)
Podgrupa H obsahuje vSetky slova z pismen R a R’, kedZe R je jednym z generatorov tejto podgrupy
a R’ = R(RR’). Podla definicie je tato podgrupa grupy pm;(a,b) dihedralna. Aby sme ukézali, ze
je aj norméalna, musime ukazat, Ze pre vSetky prvky patriace do pmq(a,b) plati:
gH=H.g
Vsetky slova skladajtce sa len z R a R’ v8ak tiito podmienku spliiaji, kedze pre g € H je g.H = H =

H.g, teda musime overit podmienku pre slova tvaru Y*.h (tu vyuzivame to, Ze kazd4 mocnina prvku
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Y komutuje so vietkymi prvkami grupy pm;(a,b), teda prvky tvaru Y .h;.Y2hy...Y" h, mozeme
pisaf v tvare Yatittin p) ho b, = Yih, kde hy.ho..h, = h a iy + iz + ...i, =i (mod b)), kde
h € H. Iné prvky uz grupa pm; (a, b) neobsahuje (neméa uz iné generétory). Prvok Y patri do centra
a teda podmienku (6) spliia (kedze Y\.h.H = Y'.H = HY' = H.h.Y' = H.Y'.h). Teda pogrupa H
je normalna.

Stadi uz len ukézat, ze predchadzajice dve podgrupy maji len jednotkovy prienik. KedZe mocniny
prvku Y komutuji s kazdym prvkom podgrupy H, v ktorej sa nachadzaja vSetky slova skladajice
sa z prvkov R a R’, potom vzhladom na to, Ze grupa pm;(a,b) iné generatory neméa, bude platit
pmy(a,b) = (Y).H. 7 ¢lanku [I.] vieme, 7ze Order(pmi(a,b)) = 2ab, dalej vyuzijuc vztah (3)
dostavame, ze Order((Y) N H) = {e}.
¢btd

Jednym z priamych doésledkov predchadzajicej vety je pocet involicii, ktory bude hlavnym néstro-
jom pri vete o izomorfizmoch.

Dosledok 5.1 Grupa pmq(a,b) md
e a involicii, ak a je nepdrne a b je nepdrne,
e a+ 1 involicii, ak a je pdrne a b nepdrne,
e 2a + 1 involicii, ok a je nepdrne a b je pdarne a
e 2a + 3 involicii, ak a aj b si pdrne.

/

Veta 5.2 Grupy pmi(a,b) a pmq(a’,V') si izomorfné prive vtedy, ak plati ab = a’t’ a zdroveri:

a) a=da ab="V,
b) (a,b) = (%,Qb') alebo (a,b) = (Za’,%,), vtedy aka+b=a+d =b+V =1 (mod 2).

Dokaz:
(="

I. Nech st a aj b neparne. Potom, kedZe su podla predpokladu grupy izomorfné, musia sa ich rady
rovnat, teda plati rovnost ab = a't/. Kedze 2 nedeli ab, potom musia byt aj a’ a b’ neparne. Z
rovnosti po¢tu involicii dostavame rovnicu a = a’, potom aj b = b'.

II. Nech je a parne a b neparne. Grupa pm;(a,b) mé v tomto pripade a + 1 involucii.
a) Nech o’ je parne a b’ neparne. Pri izomorfizme sa musia pocty involdcii rovnat, potom
a=ad.

b) Nech @’ je neparne a b’ parne. Potom z rovnosti involucii dostavame a + 1 = 2a’ + 1, teda
a =2ab =20
2

c) Nech su a’ aj b/ parne. Pocet involicii v grupe pm;(a’,b’) je potom 2a’ 4+ 3. Po dosadeni
do rovnosti @ = 2a’ + 2. Z poslednej rovnosti vyplyva, Ze §tvorka a nedeli, ale kedze deli
sucin a’b’ = ab a b je neparne, potom musi delit a.

III. Nech a je neparne a b parne.

d) Nech @’ je parne a b neparne. Bude existovat inverzné zobrazenie z pm;i(a’,b’) do
pmi(a,b), ktorého podmienky sme presetrili v bode I1.b), ¢ize ' =2a a b/ = g

e) Nech @’ je neparne a b’ parne. Z rovnosti po¢tu involicii dostdvame a = a/, potom aj
b=1"V.
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f) Nech sa o’ aj b’ parne. Takyto pripad nastat nemodze, pretoZe ak 4|a’b = ab a zaroven
gcd(a,2) = 1, potom musi platit 4|b. Z rovnosti po¢tu involacii vyplyva, Ze a = o’ + 1,
potom b = -2%. Nech ab = 27k a a—1 = 2%, kde ged(2,k) = ged(2,1) = 1, potom
b=21""% potom ale ab = 217"% (2] + 1), kedZe &islo (21 + 1)% dvojka nedeli, potom pre
nenulové ¢ prichadzame do sporu s delitelnostou ab ¢islom 27 a pre nulové i bude &islo a
rovné [ + 1, ¢o vzhladom na to, ze [ je neparne, je spor s predpokladom, Ze a je neparne.
Nech | = 0, potom a’ = 0, ¢o je v spore s radom grupy.

IV. Nech st a aj b péarne.

g) Nech a’+V =1 (mod 2), potom sme nemoznost inverzného izomorfizmu dokézali v bodoch
I1.c) a IIL.§).

h) Nech st @’ aj b’ parne. Potom z rovnosti po¢tu involicii @ = o', potom aj b = b'.

(<)
Nech (a,b) = (a/, V), potom grupy pmq(a,b) a pmq(a’,b') izomorfné su.
Nech a je parne a b neparne a a’ = § je neparne a nech b’ = 2b. Vezmime zobrazenie:

¢ : pmy(a,b) — pmy(d, V)
¢©: R— R*Y*"
¢:R — R”
Y — YL
Aby sme ukézali, Ze to je homomorfizmus, musime ukazat, ze plati ¢(R)?> = p(R')?> = ¢(RR')* =
p(Y)=1ap(R)p(Y) = ¢(Y)p(R) a p(R)p(Y) = ¢(Y)p(R).
p(1) = p(R*) = p(R)? = RV = 1.y*" =1
P(R®) = p(R)? =R"™" =1
P((RR')") = (RR)" = (p(R)p(R)))" = (RTY*"R™)" = (Y*"(R"R"))" =
= ()RR = (U (RRT) =1
= oY) = (V) = (VY = () = ()

b41
2

=1

P(R)p(Y) = RY*'V*" = Y*" ' RY*" = o(Y)p(R)
P(R)p(Y) = RTY*"T = YU IR™ = (V) p(R').

Teraz ukazeme, Ze je to izomorfizmus. Mnozina {R, R, Y} generuje grupu pmj(a,b). Kedze Im(p)
je podgrupou, potom do nej patri aj prvok (Y**R*R’*)5 = Y**2(R*R'*)5 = Y*". Posledna rovnost
plati, pretoze § = a’ a to je neparne ¢islo a rad prvku Y* je 2b. Ale potom tam patri aj prvok y*—t
a teda aj R*Y**Y*~" = R*. Do podgrupy Im(p) patri ale aj prvok Y**™'y*=% — y*_ Generujicou
mnoZinou podgrupy Im(¢) je potom { R*, R"*,Y*}, tato mnoZina ale generuje celd grupu pmy(a’,b’)
a teda ¢ je surjektivne zobrazenie. KedZe ab = §.2b, potom aj rovnost radov plati a grupy pms (a, b)
a pmy(a’,b’) st izomorfné.

Nech a je neparne a b je parne anech ' = 2a a b’ = % je neparne. Potom hladanym izomorfizmom
bude zobrazenie ¢~ 1.
¢btd

5.2 Strukturalne vlastnosti grupy pms(b,c)

Dalsou strukttrou v tapetovych grupach je grupa pma (b, ¢) dana prezentéciou:

pma(b,c) == <Y7 R R|R*=R’=(RR)Y =Y*=RYRY '=RYRY ' = 1> : (7)
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Obrazok 8: Grupa pma(b, c)

Ako si taka grupu mozeme geometricky predstavit, nAm udava obrazok (8)
Ulohou tejto kapitolky je dokazaf nasledujiicu vetu.

Veta 5.3 Ak (b,c) # (V, ), tak grupy pma(b,c) a pma(V, ') nie si izomorfné.

Na dokaz tejto vety musime najprv ukazat nasledujuce tri vety. Najprv si ukdZeme jednu vetu z
teorie ¢isel, ktort budeme pouZivat vo viacerych dokazoch v tomto ¢anku.

Veta 5.4 Pre kazdu dvojicu celych ¢isel p a q, kde q # 0 existuje dvojica celjch ¢&isel v, s takd, Ze
plati:

p=gqs+r 0<r<|q (8)
Tato dvojica je jednoznacne uréend.

Dokaz: Nech ¢ > 0, potom ¢ > 1. Vezmime si vSetky celociselné nasobky ¢isla q. Potom existuje
nejake ¢islo s také, ze sq < p (také ¢islo urcite existuje, napriklad s = —|p|). Potom platir = p—sq > 0
a r je prirodzené ¢islo. Vytvorme si z ¢isel r mnozinu M. KedZe je M podmnoZzinou prirodzenych ¢isel,
bude existovat najmensi prvok r. Nech plati r > ¢, potom 0 <r—qg=p—sq—q=p—(s+1)g =1,
kde r =71+ q > 1/, ¢o je spor s predpokladom, Ze r je najmensie ¢islo z mnoziny M.

Nech existuji asponn dve dvojice r1,s1 a ro,so také, Ze plati s1q¢ + r1 = s2q + 7o = p. Potom
0=gq(s1 — s2) + (r1 — ra), €iZe (s2 — $1)g =11 — 72, kde —¢ < r; — ro < ¢. Lavii stranu &islo ¢ deli,
ale pravu len v pripade, Ze ;1 — ro = 0, potom 71 = r9 a zdroven s; = Ss.

Nech ¢ < 0, potom —q > 0 a podla predchadzajucej Casti existuje jedinetna dvojica r a s taki,
7e p=38(—q)+r, kde 0 <r < —q, potom p = (—s)g+7.
¢btd

Nasledujica veta nam hovori, ako vyzera kazdy prvok v grupe pmas (b, ¢).

Veta 5.5 Kazdy prvok grupy pma(b,c) je jednoznacne dany tvarom Y'XI R kde
1€{0,1,...,2¢—1}, 5€{0,1,....b—1}, k€ {0,1} ¢« X = RR'.

Dokaz: Kedze grupa pms(b, ¢) je generovana iba prvkami Y, R, R’ potom kazda kone¢na postupnost,
ktorej ¢leny patria do mnoziny {Y, R, R’} ur€uje v grupe pma(b, ¢) nejaky prvok. Z prezentacie (7)
vyplyva, ze prvok Y komutuje s prvkom R aj R, teda v nasej postupnosti mozme vSetky Y ,presunut”
na zaciatok. Nech je prvkov Y v postupnosti #/. Za nimi sa nachadza podpostupnost tvorené len
prvkami R a R’. Ked7e rdd oboch prvkov je 2, potom uvazujeme len nasledujice dva pripady:

a) Y7 (RR')R¥, kde k € {0,1} a 0 < j'
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b) YV (R'R)Y'R" kde k € {0,1} a 0 < j'.

Majme pripad a). V predpokladoch vety je, ze prvok X = RR’, teda dostéavame, Zze dany prvok je
tvaru Y X9 R*. 7 prezentacie (7) vyplyva, ze X? = Y ¢ = Y, Podla vety 5.4 existuje taka dvojica
celych &isel g, j, ze j' = gb+j, kde 0 < j < b. Teda X7 = X9+ = X Xxi = (X)9X7 =Y°XI. Po
dosadeni dostavame Y& X9 RF = yi'+ea xi Rk, balej nam z prezenticie plynie, ze radd prvku Y deli 2c,
a teda z tohto predpokladu a opétovnym vyuzitim vety 5.4 dostavame Y t¢4 = yp2eti — (y2e)pyi —
1PY¢ = Y. Po konetnej tiprave: YV T4 XIRF = YIXIRF kde 0 <i < 2¢,0<j <b,0<k <2, je
pozadovaného tvaru.

Majme pripad b). Kedze X = RR/, potom X ! = (RR')™' = R'R™' = R'R, a teda
(R'R)j/ = X7, 7 konetnosti grupy pma(b, ¢) vyplyva aj kone¢nost radu prvku X a teda z prezen-
tacie (7) vyplyva, ze X1 = X2=3" = (RR)2=J'. Teda Y (R'R)J' R'* = YV x2~3'~kRFR/*R'* =
y# x20-i'~k Rk Jalej postupujeme rovnako ako v bode a), &im opif dostavame pozadovany tvar.

Este nam ostava dokazat jednozna¢nost daného tvaru. Z &lanku [I.] ale vieme, Ze rad grupy
pma(b, ¢) je 4bc, €o je ale pocet roznych kombinécii exponentov 4, j, k.
¢btd

Ak si uvedomime, Ze prvkami grupy pmas (b, ¢) s zobrazenia, nebude uz nasledujicu vetu tazké
dokazat.

Veta 5.6 Centrum grupy pma(b, c) je
o cyklickd grupa generovand prvkom Y, akb# 1 a
e celd grupa, ak b= 1.

Dékaz: V predoslej vete sme dokézali, ze kazdy prvok je tvaru Y?XJR¥. Bez ujmy na vieobecnosti
mozeme definovat zobrazenia Y, R, R’, X nasledovne.

Yt (u,0) — (u,0) + (0,1) 9)
R: (u,v) — (—u,v) (10)

R (u,0) — (—u,v) + (1,0) (11)
X = RR': (u,v) — (u,v) — (1,0) (12)

V predchadzajucich riadkoch sme predpokladali, Ze reflexia R je dana osou stimernosti x =0 a R’ je
danéa osou =z = % Teda

YiXIRF : (u,v) — ((=1)%u,v) — (§,0) + (0, ) (13)

Centrum Tubovolnej grupy je definované ako mnozina prvkov, ktoré komutuju s kazdym prvkom
grupy. Teda, ak prvok Y*X7RF patri do centra, potom musi platit nasledujtica rovnost:

YIXIRFYY XT' R (u,v) = YV X7 R¥ Y X7 RF (u, v),

kde 4,7,k st pevne dané a i',j', k' si Tubovolné a bod (u,v) je tiez Tubovolny. KedZze prvok Y
komutuje s kazdym prvkom dostavame rovnost: Y?X7RFY? X7 RF = Yi*t% XTI Rk X7 RF a podobne
Y X7 RFYiXiRF = yiti' Xi' RF X7 RF. Vyuzitim (9), (10), (11), (12) a (13) dostavame:

Y+ XIREXT RF ¢ (u, v) — (—=1)* u— (—=D*§' — j b+ i+ 1)

Y+ XT RN XTRF ¢ (u,v) — ()" u— (=) j — j' b+ i+7)
Teda: ) ) ,

(D" u— (=D =g b+i+i) = (1) u— (D5 - b+i+i)
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(DM u— (=1 == (1) u = (=) - §
b+i+i =b+i+d
Posledna rovnost plati pre Tubovolné ¢ a i’. Druha rovnost musi platit pre vSetky k’, teda aj pre
k' = 0. Po dosadeni dostavame
(=D —j=—j =
(-Dr' =17
Nech b # 1, potom 5’ moéZe nadobtudat aj nenulové hodnoty. KedZe tato rovnost plati pre kazdé j,

potom musi platit : kK =0. Ak b =1, potom 7' = 0 a rovnost plati pre kazdé k. Ale rovnost plati aj
pre k' = 1. Teda

i =i=i-7
2j =0
j=0.

Z predoslych rovnosti dostavame, Ze pre b # 1 patria do centra prvky Y?XOR? = Y? kde i €
{0,1,...,2¢ — 1}. Z ¢oho vyplyva, Ze centrum tvoria iba vSetky mocniny prvku Y, a teda centrum je
cyklicka, grupa generované prvkom Y. Pre b = 1 sti v centre Y'RF, ¢o je spolu 4c prvkov, to je ale
velkost grupy pma(b, ¢), teda grupa je abelovska.
¢btd

Teraz uz moézme dokazat vetu zo zaCiatku tejto sekcie.
Dokaz: Ked7e velkost grupy pma(b,c) je 4be, musi byt aj velkost grupy pms(V',¢’) rovnaka, teda
4bc, ¢o vyplyva priamo z vlastnosti izomorfizmov. LenZe velkost centra prvej grupy pre b # 1 je 2c,
¢o cela grupa nie je, potom ani druha grupa abelovska nie je a velkost centra druhej grupy je 2¢'.
Ak st grupy pma(b,c) a pma(V, ') izomorfné, potom musia mat centrum rovnakej velkosti a teda
2¢ = 2¢, z ¢oho uz priamo plynie (b,¢) = (V/,¢’). Ak b = 1, potom je grupa pma(b,c) abelovska,
potom musi byt komutativna aj pms(b’,¢’), & znamend b’ = 1 a potom ¢’ = c.
¢btd

5.3 Strukturalne vlastnosti grupy pg:(a,b)

Grupa pg; je generovana dvoma posunutymi zrkadleniami. Zapisat jej prezentaciu mozme nasledovne:

pgi(a,b) == (P,Q|P* = Q*,(P7'Q)* = P* =1). (14)

Postupovat budeme rovnako ako pri predchédzajicej grupe, t.j. najprv uré¢ime kanonicky tvar
prvku.

Veta 5.7 Kazdy prvok grupy pgi(a,b) sa dd jednoznacne vyjadrit tvarom:
(PH*(P7'Q)Y P kde 0<k <b, 0<j<a, 0<I<2. (15)

Dokaz: Tuto vetu dokdzeme analogicky ako vetu o §truktire prvkov grupy pmo(a,b). Kazdy prvok

naSej grupy je koneéna postupnost jej generatorov. KedZe z prezentacie (14) vieme, ze P? = Q2

potom P2Q = QQ = Q3 = QQ? = QP?, teda P? komutuje s prvkom Q a teda aj s kazdym prvkom

grupy a mézme ho presunif na zafiatok postupnosti. Nech je v celej postupnosti k; prvkov P2,

Potom dostdvame napriklad postupnost tvaru: (PQ)’“PQPQEQ/ QPQPQRQAPQPQPQQQ.... Nech je
P2

prvkov Q? v postupnosti k' - krat. Oznaéme si ky = k; + k’. Teda dostavame postupnosti tvaru:

a) (P?)*2(PQ)" Pl kde0<l<2a
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Obrézok 9: Grupa pg; (a,b)

b) (P2)k2(QP)7Q', kde 0 < I < 2.
a)

Kedze prvok P2 patri do centra, potom doii patri aj jeho inverz, &ize prvok P~2. Teda
(P2 (PQY P = (P2 (P2)3 (P2 PQ)" P! = (P?)++in (P1Q)i P,

7Z prezentacie vieme, ze rad prvku P? deli b a rad prvku P~'Q deli a. Potom podla vety 5.4 existuja
prirodzené ¢isla p, k, r, j také, aby platilo: ko +j; = pb+k,kde0 <k <baj; =ra+j,kde0<j <a.
Mozme teda pisaf.

(Pt (PIQY P = (P2)PPHRH(PTIQ) I P = (PP (P2 ((PT1Q))) (PT1Q)Y P! =
=17(PY)*1"(P1Q)Y P = (PY)*(P7'Q) P!, kde 0 < k < b, 0<j<a, 0<1<2.

Teda prvok je pozadovaného tvaru.
b)
Zatneme rovnako ako v bode a). Dostavame:

(P)(QPYA Q! = (P2 (P2) (PQP)AQ! = (P)1(Q2QPYQ! = (P41 (@7 Py
Plati nasledujtca rovnost Q=P = (P~1Q)~!. Ked to aplikujeme na na§ tvar, dostavame:
(P45 (@7 PYhQ! = (P (PAQ) Q! = (P2t (P Q)
_ (P2)k2+j1 (Ple)afjlfl (Ple)l Ql _ (P2)k2+j1 (Ple)afjlfl P71Q2l

~———— ———
l je 0 alebo 1 =p!

_ (PZ)k2+j1 (Ple)afjlflPl'

Dalej postupujeme rovnako ako v bode a).

Z ¢lanku [1.] vieme, Ze velkost grupy pgi(a,b) je 2ab a kedZe kazdy prvok sa da napisat v jednom z
2ab tvarov, potom dany prvok je jednoznac¢ne dany.

¢btd

Priklad 5.1 V nasledujtcich vetdch sa budeme ¢asto odvolavat na vysledok nésobenia dvoch
Tubovolnych prvkov. V tomto priklade si ho odvodime. Najprv si ale odvodme, ¢omu sa rovna prv((])k
PY(P'Q)’ P!, kde | € {0,1}. Nech I = 0, potom P°(P~'Q)’P~° = (P7'Q)’ = (P~'Q)~V.
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Nech [ = 1, potom PY(P~'1Q)/P~! = (QP~') = (PQ~')~/ = (P7?P P> Q") = (P~'Q)"V'J.
QZ

Teda pre | patriace do mnoziny {0,1} bude prvok P/(P~1Q)P~! = (P~1Q)("V'J. Teraz mozme

prejst ku vieobecnému tvaru sicéinu dvoch Tubovolnych prvkov. Uz pri dokazovani kanonického tvaru

prvku grupy pgi (a,b) sme vyuzivali poznatok, 7e prvok P? patri do centra.

(PZ)k(Ple)jPl(PZ)k' (Ple)j'Pl' _ (PZ)k+k' (Ple)jPl(Ple)j'PflPlPl’ _
_ (P2)Ic+k’(P—IQ)j(P—lQ)(—l)lj'PH—l’ _ (P2)k+k/(P—lQ)j-&-(—l)lj/Pl-H’

Odpoved na otazku, kedy je predchédzajtca grupa izomorfné inej nam opat podéava struktira jej
centra.

Veta 5.8 Centrum grupy pgi(a,b) danej prezentdciou (14) md velkost
a) b, ak a je nepdrne vicsie ako 1,
b) 2b, ak a je pdrne vicsie ako 2
¢) ak a =1 potom centrom je celd cyklickd grupa
d) ak a =2 potom centrom je celd grupa izomorfnd grupe Zap X Zs.

Dokaz: Postupovat budeme priamo, ukdzeme, aké prvky patria do centra. Aby nejaky prvok
patril do centra musi platit nasledujtica rovnost:

(P2)F(P~1Q) PL(P2¥ (P1Q) PV = (P2) (P~1Q)Y PV (P2)*(P~1Q)I P! pre pevne dant tro-
jicu (k, j,1) a Tubovolunu trojicu (k',j',1'). V predchadzajucom priklade sme si odvodili, ako vyzera
vysledok néasobenia Tubovolnych dvoch prvkov. Teda po vyuziti tohto prikladu dostavame:

(P2)k+k' (Ple)jJr(*l)lj’PlJrl' _ (P2)k+k’ (Ple)j'Jr(fl)L/jPlJrl"

Vdaka tomu, Ze prvok je jednozna¢ne dany tvarom (15), potom zrejme plati:

k+kK =k +k
JH (DY =5+ ()Y
I+ =0 +1.

Prva a tretia rovnost platia pre kazdé dve dvojice ¢isel (k,1), (k’,1"). Velkost centra budua teda udavat
dvojice (j,1), ktoré buda riesenim druhej rovnice. T4 musi platit pre kazdé I’, teda aj pre I’ = 0, ak
to dosadime do druhej rovnice, dostavame: j + (—1)!j" = j' + j, odtial (—1)!j’ = j'. Této rovnost
musi platit pre kazdé j', preto [ = 0. Ak tento vysledok dosadime do druhej rovnosti a za I’ dosadime
1, potom: j+j = j' —j, odtial 2j =0 (mod a). To znamend, ak a je neparne a vicsie ako 1, potom
do centra patria len mocniny prvku (P?) a tych je b. Ak a je parne a vidsie ako 2, potom do centra
patria také prvky (P2)*(P~1Q)?, kde k je l'ubovolné a j je 0 alebo %. Tymto st dokdzané ¢asti a) a
b).

Nech a = 1, potom z prezenticie: P7'Q = 1 a teda P = @, ¢o znamen4, Ze grupa je cyklicka
velkosti 2b.

Nech a = 2, potom P~!Q je involicia a plati: (P~'Q)~! = P71Q, odkial Q~'P = P~!Q.
Prenésobme obe strany rovnosti zlava prvkom P?(= Q?). Dostavame: QP = P(Q, ¢o znamen4, ze
generatory navzajom komutuju a teda grupa je abelovski. EsSte nam ostava dokazat izomorfizmus
medzi grupou pg1(2,b) a grupou Za, X Zs. V kapitole o strukturalnych vlastnostiach grupy pl(a, b;c)
sme uviedli vetu 4.1, ktora hovori o izomorfizmoch abelovskych grip.

Musime ur¢it exponent, tym je ale ¢islo lem(Order(P), Order(Q)). Kedze vieme, 7e P? = Q?,
potom maju oba prvky (P a Q) rovnaky rad. Nech to neplati, bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
predpokladat, ze rad prvku @ je mensi ako rad prvku P (ak by platila opa¢né nerovnost, potom by v
nasledujucich riadkoch bol prvok @ preznaeny za P a naopak). Nech je parny. Potom pOrder(Q) —
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QOrder(Q) = 1, ¢o znamen4, Ze rad prvku P deli rad prvku Q. Co je v spore s predpokladom,

N¢
@

rad prvku @ je mensi ako rad prvku P. Nech je teraz rad prvku Q neparny, potom PO7der(@)+1 —
QOrder(@+1 — (), ¢o znamena, ze grupa je cyklickd, generovana prvkom P, ¢o je vSak v spore
s velkostou grupy. Teda plati Order(P) = Order(Q). To ale znamen, Ze exponentom je ¢islo
Order(P) a kedZze je grupa generovand dvoma prvkami, potom je izomorfna grupe: Zorger(p) X

Z
¢btd

4b
Order(P)

= Zgb X ZQ.

Na dokaz vety o izomorfizmoch potrebujeme eSte poznat pocet involucii.

Veta 5.9 Grupa pgi(a,b) md

a)
b)
¢)
d)

1 involiciu, ak a je nepdrne a b pdrne,
3 wnwvolicie, ak a, b si pdrne,
a involicii, ak a, b si nepdrne a

a + 1 involicii, ak a je parne a b nepdrne.

Dokaz: Znovu sa budeme odvolavat na priklad 1. Ak je prvok involuciou, musi platit:

(P?)F

(Ple)jPl(P2)k(P71Q)jPl _ (Pz)zk(P—lQ)jJr(—l)lezl _ (P2)2k+l(P71Q)j+(fl)Lj -1

Vzhladom na to, Ze prvok je jednozna¢ne dany tvarom (15), potom musi platit:

Nech

2k +1=10b alebo 2k+1=0
j+(=1)'=a alebo j+ (—1)'j =0.

l = 0. Potom z prvych dvoch rovnic dostdvame: k = g alebo k = 0. Z dalgich dvoch rovnic

dostdvame: j = 5 alebo j = 0.

Nech | = 1. Z prvych dvoch rovnic dostavame: k = Z’_Tl alebo k = —%. KedZze k moze byt len
prirodzené ¢islo, potom pre [ = 1 pripada do tvahy len prvé cast rieSenia. Z prvej rovnice druhého
riadku ale pre [ = 1 rieSenie neexistuje, pre druhti rovnicu je riesenim kazdé j € {0,1,...,a — 1}

Ak to zhrnieme, potom:

2)

¢btd

Nech a je neparne a b parne. Potom pre I = 1 nedostavame Ziadne rieSenie pre k a teda [
musi byt nulové. Potom k = g alebo k£ = 0. KedZe a je neparne, potom j = 0. RieSenim pre
prvy pripad sa teda dve trojice ¢isel (k,j,1) a to: (3,070) a (0,0,0). Druha trojica ale ur¢uje
jednotkovy prvok, ¢o involdciou nie je. Tym je dokdzana tato Cast vety.

Nech a aj b st parne. Potom rovnako ako v bode a) { = 0. Teda k = g alebo k = 0. a je teraz
parne, teda j = 0 alebo j = 5. Pre k aj pre j existuji dve rieSenia a preto st dokopy 4 rieSenia,
medzi ktorymi je ale znovu trividlny prvok.

Nech a aj b st neparne. Pre | = 0 dostavame jedinu trojicu rieSenia, a to (0,0,0), ¢o ale

involiciou nie je, preto [ = 1. Potom k = b_Tl a j je lubovolné. Teda, pre vyber k a [ mame len

po jednej moznosti vyberu, pre vyber j ich je dokopy a. Celkovo je v tomto pripade a involucii.

Nech a je parne a b neparne. Pre [ = 0 dostdvame dve trojice rieSenia a to (0,0,0) a (0, §,0).
Prvé rieSenie je znovu jednotkovy prvok, teda pre [ = 0 existuje jedina inovoltacia. Pre [ =1
postupujeme rovnako ako v bode c), kde sme dostali dokopy a involacii. V tomto pripade je
teda a + 1 réznych involdcii.

Teraz mozme konecne vyslovit vetu o izomorfizme grupy pgi (a, b) s grupou pgy (a’, b').

Veta 5.10 Grupy pgi(a,b) a pgi(a’,b’) si izomorfné, vtedy a len vtedy ak (a,b) = (a’, V).
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Dokaz:

(73¢”)

Nech (a,b) = (a’,b'), potom sa jedné o rovnakia grupu, teda grupy pgi(a,b) a pg1(a’,d’) stt izomorfné.
(77:>”)

Nech pgi(a,b) je s pgi(a’,V') izomorfna, potom méame dokazat, ze (a,b) = (a’,b’). DokéZeme to
sporom, nech teda (a,b) # (a’,b’) a predpokladajme, Ze dané grupy izomorfné su.

I. Nech je a parne a vicsie ako 2. Potom centrum prvej grupy ma velkost 2b.

a) Nech je teda a’ parne a vicsie ako 2. Velkost centra druhej grupy bude 2b'. Z toho vyplyva,
7e 2b = 20’ teda b = b’ a 2ab = 2a’l’, vyuzitim predchadzajiceho vysledku ab = a’b a teda
a=da'. Co je spor s predpokladom, ze (a,b) # (a', V)

b) Nech je a’ neparne a vicsie ako 1. Velkost centra pg;(a’,b’) je /. Opéat vyuZzitim rovnosti
velkosti grup dostavame: b’ = 2b a teda @’ = §. Prva grupa mé ale minimalne 3 involtcie.
V druhej je a’ neparne a b’ parne, o vyuzitim predchédzajtcej vety znamena, ze mé len
1 involuaciu. To je v8ak v spore s izomorfizmom.

c) Nech je a’ = 1 alebo @’ = 2. Potom velkost centra druhej grupy je 2a’b, teda cela grupa
je abelovska, ¢o grupa pg (a, b) nie je.
II. Nech je a nepérne a vécsie ako 1. Centrum prvej grupy ma velkost b.
d) Nech o' je parne a vicsie ako 2. Hladajme teraz izomorfizmus z druhej grupy pg;(a’,d’)
do prvej grupy pgi(a,b). To, Ze (a,b) = (a’,b’) sme uz dokazali v bode I.).

e) Nech d’ je nepéarne a vicsie ako 1. Aj velkost centra druhej grupy(¢o sa rovné b') musi
byt b. Teda plati b = b’ a vyuzitim rovnosti velkosti grup: a = a’. To je v8ak v spore s
predpokladmi.

f) Nech o’ =1 alebo o/ = 2. Potom neizomorfnost sa dokaZe analogicky ako v bode I.c¢).
ITI. Nech je a =1 alebo a = 2. Potom je cela grupa pg;(a,b) abelovska.

g) Nech o’ > 2, potom ale grupa pgq(a’,b’) abelovska nie je, teda grupy pg:(a, b) a pgi(a’,b’)
izomorfné nie su.

h) Nech o/ = 1. Potom je grupa cyklickd s radom 2b. Ak a = 2, potom grupa pg;(2,b)
cyklicka nie je, a teda grupy izomorfné nie si. Ak a = 1 potom je grupa pg;(1,b) cyklicka
s rddom 2b’. Aby boli izomorfné, musi platit: 2b = 20’ a teda (1,b) = (1,¥), ¢o je v spore
s predpokladom nerovnosti parametrov.

i) Nech o/ = 2. Této grupa je izomorfnéa grupe Zoy X Zs, teda cyklickd nie je a potom nie
je izomorfna grupe pg;(1,b). Ak a = 2, potom je grupa pgi(2,b) izomorfna Zo, x Zs. Z
velkosti grup ale vyplyva, Ze 2b = 2b’ a teda parametre sa rovnajiu.

Iné pripady uZ nastat nemozu, veta je tymto dokizana.
¢btd

5.4 Strukturalne vlastnosti grupy pgs(a,b)

Dalgou tapetovou grupou je pgs (a,b). Vdaka svojej strukture, ktora je velmi podobna struktare grupy
pg1(a,b) bude omnoho l'ahsie dokazovat niektoré jej vlastnosti. Jej prezentacia je dana nasledovnym
predpisom:

pga(a,b) == (P,Q|P*Q ™% = (P7'Q)*"P* = P =1). (16)
Nasledujuci obrazok nam udéava, ako vyzera grupa pgs(a,b) v geometrickej interpretacii.

Nielen prezentaciou sa tato grupa ponésa na svoju predchodkyiu, ale aj svojimi vlastnostami.
Hned struktira kazdého jej prvku to dokazuje.
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Obrazok 10: Grupa pga(a,b)

Veta 5.11 Kazdy prvok grupy pgz(a,b) je tvaru:
(PH*(P1Q) P!, kde k € {0,1,....2b -1}, j € {0,1,....a—1} ale {0,1}. (17)

Dokaz: Dokaz tejto vety bude uplne analogicky dokazu o Strukttre prvku grupy pgi (a,b). Nastava
tu jediny rozdiel (okrem radov prvkov) a to, ze (P~1Q)* = P?. Teda, ked uz dospejeme do tvaru
(P2)¥ (P1Q)7 Pl kde 0 < k' < 2b, 0 < j' < 2a, 0 < < 2, vyuZjeme znovu vetu 5.4, o znamens,
existuji také prirodzené ¢isla p, ¢, k, j, pre ktoré plati: 7/ = pa+j, kde 0 < j < a a k' +pb = 2bqg+ k,
kde 0 < k < 2b. Po konecnej tprave:

(PA)F(PTIQY P! = (P)F (PTIQP* P = (PP)F (PQ))(PTIQI P! =
= (PN ((P*)")(PTIQY P! = (PA P (PT1Q) Pl = (P2 K (PT1Q) P =
= (P)POH(PTIQ) P! = 17(P*)S(PIQ)Y Pl = (P*)*(P1Q) P

Kde 0 <k <2b 0<j<a, 0<I<2. Tedakazdy prvok je tvaru (17).
&btd

Aby sme mohli vyslovit vetu o izomorfizomch, potrebujeme eSte poznat velkost centra.

Veta 5.12 Centrum grupy pgs(a,b) md velkost 2b, ked a > 2 alebo centrom grupy pgs(a,b) je celd
grupa, ok a = 1.

Dokaz: Nech a # 1. Postupujme rovnako ako v pripade grupy pgi(a,b), to je vyjadrime si stcin
Tubovolnych dvoch prvkov grupy pgs(a,b) podobne ako v priklade 5.1(ked7e relacie v grupéch st
podobné, budu aj suciny podobné). Dostéavame rovnosti:

k+kK =k +k
J+ (=D =+ (=)
I+ =0+1

Prva a posledné z rovnosti platia pre kazdé I, I’ a k, k’.
KedZe druha rovnost musi nastat pre kazdé I’, tak aj pre I’ = 0. Po dosadeni dostaneme:

(-1 =5 =0.

Tato rovnost musi byt ale splnené pre kazdé j’, teda aby sa prvok nachadzal v centre, musi platit
I = 0. Ale rovnost musi nastat aj v pripade, ze I’ = 1. Po dosadeni:

27=0 (mod 2a).
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Co znamena, ze bud j =0, alebo j = a, ¢o by ale znamenalo, Ze do centra patri kazdy prvok tvaru:
(P?)k(P~1Q)® pre kazdi volbu k. Ale z prezentacie vieme, ze (P~1Q)* = P?*, teda ak dosadime:
(P?)*(P?)® = (P2)F*? pre kazdé k € {0,1,...,2b — 1}. Co ale znamena, Ze aj ¢slo k + b bude do
spominanej mnoziny patrit. Teda, do centra patria len mocniny P2.

Nech a = 1. Potom, postupujeme rovnako ako pri centre grupy pgi (2, b), kedZe aj v tomto pripade
je prvok P~'Q radu 2. Dostaneme, Ze generdtory grupy navzajom komutuji a teda je celd grupa
abelovska.
¢btd

To, ze dve grupy pgs s roznymi parametrami nie si nikdy izomorfné, je priamy dosledok pred-
chadzajucej vety.

Désledok 5.2 Ak (a,b) # (a', V'), potom grupy pga(a,b) a pgs(a’,b’) nie si izomorfné.

Dokaz: Kedze velkost grupy je 4ab a velkost centra kazdej grupy pgs(a,bd) je 2b, potom kedZe
predpokladame, Ze nase grupy su izomorfné plati: 20 = 20/, ¢ize b = b a odtial aj a = a'.

Nech je grupa pgs(a,b) abelovska, potom musi byt aj grupa pgs(a’,b’) abelovska. Ale abelovské
st jedine v pripade, 7ze a = @’ = 1, potom z rovnosti radov grip b =b'.
¢btd

5.5 Strukturalne vlastnosti grupy cm(a,b)

Grupu cm (a, b) generuju reflexia a posunutie, ktoré nie je s osou reflexie rovnobezné, jej geometricka
) b )
prezentaciu si mozeme prezriet na obrazku (11). Jej prezentécia je dana nasledovnym predpisom:

emi(a,b) == (R, S|(RS)? = (SR)*; R* = S*(RSR)" = S*(RSR)" = 1). (18)

N&jdeme si v8eobecny tvar prvku.

Y

Obrazok 11: Grupa cmq(a,b)

Veta 5.13 Kazdy prvok grupy cmi(a,b) danej prezentdiciou (18) je uréeny tvarom:

S*(RSR)'R', (19)
kde i € {0,1}, 7 € {0,1,...,gcd(a,b) — 1} a k je lubovolné celé éislo.
Dokaz: Kazda postupnost tvaru SPrR%SP2... urCuje v grupe cmi(a,b) nejaky prvok. Kedze z

prezentacie (18) vyplyva, Zze R je involucia, potom sa nam sta¢i zameraf na postupnosti tvaru:
SPrRSP2R...(1). Z prezentacie dalej vieme, ze (RS)? = (SR)?, ¢o mozeme prepisat do tvaru RSRS =
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SRSR. V grupe plati asociativny zékon a teda: (RSR)S = S(RSR), o znamend, 7e prvky S a RSR
spolu komutujii. Dalej z toho, Ze R je involicia vyplyva: RS¥R = RSRRSRRSR...RSR = (RSR)*.

k - krat

Upravme postupnost (1).
SPL(RSR)P2SP*(RSR)P4... = Sp1+p3+m(RSR)pz+p4+mRi — Skl(RSR)lei'

7 prezenticie dalej vieme, 7e S*(RSR)® = S°(RSR)® = 1. Z tejto rovnosti vyplyva, Zze do pod-
grupy H = (S) N (RSR) patria prvky (RSR)® a tiez (RSR)®. Nech ged(a,b) = ma + nb. Kedze
je H podgrupou, patri do nej aj siacin T'ubovolnych mocnin hocijakych prvkov do nej patriacich.
Teda prvok (RSR)I°4@b) = (RSR)™e+t"b = ((RSR)*)™((RSR)®)" € H. Z toho nam vyplyva, ze
(RSR)" = (RSR)l9cd(@b)ta = SIr(RSR)9, kde (RSR)9°U®b) = S 3 0 < q < ged(a,b). Tymto sme
dokazali vetu.

¢btd

Tu prichadza otézka, aké je ¢islo r v predchadzajicom dokaze. Vieme, 7ze (RSR)® = S7° a
(RSR)® = S~ a teda S” = (RSR)9°*®?) = (RSR)™*(RSR)" = §~™b~"4 &o znamena, ze r =
—(mb + na).

Aby sme ohrani¢ili mnozinu, do ktorej bude patrit k, budeme potrebovat vediet rad prvku S.

la® —b?|

Veta 5.14 Rdd prvku S v grupe cmq(a,b) je yed(ad) -

Dokaz: Budeme vychadzat zo vztahu: Order(H.G) = %ﬁég;(o), kde H,G st ubovolné dve

grupy, mnozina H.G = {hg;h € H;g € G} a H x G je kartézsky sucin. Nech grupa H := (S)
a grupa G := (RSR). KedZe RSR je konjugaciou prvku S prvkom R a konjugicie zachovavaju
rady, potom Order(H x G) = Order(H).Order(G) = Order(S).Order(RSR) = Order(S)?. Dalej
z toho, ze prvky S a RSR navzajom komutuju, vyplyva H.G = (S, RSR). Této podgrupa grupy
emq(a,b) je indexu 2 a kedZe z ¢lanku [I.] vieme, Ze velkost grupy cmi(a,b) je 2|a® — b?|, potom
Order(H.G) = |a® — V?|.
V dokaze predchadzajticej vety sme si ukazali, ze ((RSR)9°4*?) je podgrupou grupy

HNG. Nech (RSR)* € HNG a zaroveii (RSR)* # (RSR)"9°4®?) Potom existuje nejaky exponent
n, pre ktory bude platitf (RSR)* = S™, potom S™"(RSR)* =1 = S*(RSR)" = S*(RSR)*. Teda,
existuju také celé ¢isla p a ¢, pre ktoré bude platit (—n,k) = p(a,b) + q.(b,a). KedZe hladame k,
musime vyrie§it rovnicu k = pb + gqa. Takato rovnica méa podla vety 4.4 rieSenie v celych ¢islach
jedine v pripade, Ze ged(a,b)|k, tym sme dokazali, Ze okrem prvkov patriacich do <(RSR)95d(a’b)> uz

. . P . . Order(S
ziaden iny prvok do podgrupy H N G nepatri. Velkostou tejto grupy je ale gcd(gcd(;,be)T(Or)der(S))'

Vrat me sa k vztahu (e).

Order(S)?
la? —b?| = Z;Ts:f(s)) = Order(S).gcd(gcd(a, b), Order(S))
ged(ged(a,b),Order(S))
2 32 212 12
OT’d@T(S) — |a’ b ‘ — (ng(CL?b)) |a b |
gcd(ged(a, b), Order(S))  ged(ged(a,b), Order(S))
Kde o' = Ged(am) @ b = m. Vzhladom na to, ze gcd(ged(a, b), Order(S)) < ged(a,b), potom z
pravej strany rovnosti vyplyva ged(a, b)|Order(S).
B |a2 _ b2|
Order(S) = ged(a )’

¢btd

Vetami 5.13 a 5.14 sme dokézali, Zze kazdy prvok patriaci do grupy cmq(a,b) je tvaru (19), kde

ke {0,1,..., R 1}, j € {0,1,...ged(a,b) — 1} a i € {0,1}, ¢o je dokopy 2|a® — b?| tvarov.

Taky isty je rad grupy c¢ms(a,b), ¢o znamené, Ze prvok tvaru (19) je urceny jednoznatne.
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Na urc¢enie parametrov, kedy su grupy cmq(a,b) a cmq(a’,b’) izomorfné, nam postaci vediet, aké
vel'ké je centrum grip.

Veta 5.15 Velkost centra grupy cmq(a,b) je a+b, ak |a—b| # 1 alebo centrom je celd grupa cmy(a,b),
ak |a —b| = 1.

Dékaz: Nech |a —b] # 1.

Aby prvok patril do centra, musi komutovat s kazdym prvkom grupy. Staci ale zistit, ktoré
prvky komutuji s oboma generatormi, teda pre aké k,j,i plati RS*(RSR)'R'R = S*(RSR)'R' =
SSF(RSR)TRIS™!.

SS*(RSR)’R'S™! = S*{(RSR)' 'R’

V tomto bode sme vyuzili, ze v pripade nulového i prvok S~! komutuje s RSR, v pripade, Ze i = 1,
bude RS~! = (RSR)"'R.

Prvok na pravej strane rovnosti sa rovna prvku S¥(RSR)7 R’ prave vtedy, ak i = 0. To vyplyva
z jednoznacnosti tvaru kazdého prvku. Teraz ukdzeme, ktoré prvky komutuja s R.

RS*(RSRY'R'R = (RSR)*S’RR'R = S7(RSR)"R'

Vyuzivali sme, Ze asociativny zakon v grupach a (RSR)? = RS R. Znovu, ak sa méa prvok S/ (RSR)* R?
rovnat prvku S¥(RSR)7R', musi platit j = k.

Ak ma prvok patrit do centra, musi platit i = 0 a j = k. Teda, prvok musi byt tvaru S*(RSR)¥,
kde k je Tubovolné. Ked7e z prezentacie (18) vieme, 7e RSRS = SRSR, potom S* komutu-
je s (RSR)* pre kazdé k. Potom centrom je cyklicki grupa generovand prvkom S(RSR). Nech
Order(S(RSR)) = r, nech r = n.ged(a,b) +m, kde 0 < m < ged(a,b) a nech ged(a,b) = pa + ¢b,
potom
(S(RSR))" = S"(RSR)" = S"(RSR)™9cdab)+m — gr((RSR)9cd@b))n(RSR)™ =
= §r—npb+aa)(RSR)™ = 1. 7Z Eoho vyplyva, ze m = 0 a teda r = n.ged(a, b).

(S(RSR))nycd(a’b) — gn(patab)—n(pbtqa) _ gn(a—b)(p—aq) _ |

Sta¢i nam hladat rad prvku S(@=®=9) to je ale &islo

Order(S) _ 7“&9_63)(5551’)‘
ged((a —b)(p — q), Order(S))  ged(|(a — b)(p — q)|, %)
_ a+b
_ la = bl edaty
(a —b).ged(p — ¢, 55E0)
a+b
gcd(a,b)

" ged(p—q,d + V)

Vyuzili sme, Ze ged(a,b)|(a+0b) a tieZe, ze v operacii ged plati distributivny zakon a pouZili oznacenie
a = gcd‘(lmb) ab = gcdé’mb). Teraz ukdzeme, ze ged(p—q,a’ +b") = 1. KedZe sme si vybrali p a ¢ také,
aby platilo pa+ qb = gcd(a,b), bude platit pa’ +¢b’ = p(a’ +b') —pb' +qb' = p(a’ +V') -V (p—q) = 1.
Toto je diofanticka rovnica, ktora ma rieSenie podla vety 4.4 prave vtedy, ked ged(a’ +b',p — q)|1, z
¢oho automaticky ged(p — q,a’ + V') = 1.

Potom Order(S@=0(P-a) = #ﬁfb) a Order(S(RSR)) = gcd(a,b).gczab’b) =a+b.

Nech |a — b = 1.

7 prezentécie (18) vieme, ze S*(RSR)® = S°(RSR)?, teda S*~° = (RSR)*~* = RS*"R, z ¢oho
vidime, ze R a S1*~% = S spolu komutuji. Kedze ged(a,b) = ged(maz(a,b), maz(a,b) — 1) = 1,
bude kazdy prvok grupy cm;(a,b) vyzerat S¥R'. Ukézali sme si, ze S a R spolu komutuju a teda,
cela grupa cmq (a, b) je abelovska.
¢btd

Vdaka tomu, Zze pozname velkosti centier jednotlivych grap cmq(a,b), mozeme dokizat vetu o
izomorfizmoch.
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Veta 5.16 Grupy cmi(a,b) a ecmq(a’,b’) si izomorfné prdave vtedy, ked (a,b) = (a’,b") alebo (a,b) =
', a).

Dokaz: Ak (a,b) = (a/,1’), potom sa jedna o jednu grupu a izomorfizmom bude kazdy automorfizmus.
Nech (a,b) = (b,a). Z prezentacie (18) ale vidiet, Ze sa bude jednat o rovnakd grupu, kedZe sa len
prehodia poradia rovnosti. A teda, izomorfizmom bude opat hocijaky automorfizmus.

Nech st grupy izomorfné. Potom bude platif rovnost radov grip aj rovnost radov centier grup.
Ak |a — b| # 1, potom grupa cmg(a,b) nie je abelovska a nemoze byt komutativna ani cmq(a’,d’),
preto plati |a’ — b'| # 1. Ak berieme a a b ako konStanty a o’ a b’ ako nezndme, dostaneme ststavu
dvoch rovnic o dvoch neznamych.

a+b=d +V
2|(a+b)(a—0b)| = 2|(a' +V')(a" = V).

Vzhladom na to, Ze plati prva rovnost, mozeme kratit, dostaneme rovnice tvaru a +b = a’ + ' a
la — b = |a’ — b'|. Po vyrieSeni dostavame a’ = a alebo a’ = b.

Ak |a — b| = 1, potom c¢m;(a,b) je komutativna a preto musi platit
rovnaké rovnosti ako v predchddzajicom pripade.
&btd

a’ —b'| = 1. Dostavame ale

5.6 Strukturalne vlastnosti grupy cms(a,b)

Grupa c¢ma(a,b) podobne ako grupa cmi(a,b) je generované jednou reflexiou a jednou translaciou,
ktora nie je rovnobezné s osou reflexie. Jej prezentaciu urcuje nasledujici predpis:

ema(a,b) == (R, S|(RS)? = (SR)*; R* = (RSRS)* = (RSRS™ )’ =1). (20)
Predstavit si ju méZeme vdaka obrazku (12).
A

- R

A
o &
4 SN -
@ RBRS]’

(RSRSP

Obrazok 12: Grupa cma(a, b)

V tejto grupe nam staci poznat velkost centra, aby sme povedali, kedy si dve grupy izomorfné.
Predtym si ale ukadZeme, ako vyzera kazdy prvok grupy cms(a,b).
Veta 5.17 Kazdy prvok grupy cms(a,b) danej prezenticiou (20) md kanonicky tvar:
S*(RSR) R, (21)
kdeO§k<gc§(%,0§j<gcd(a,b) a0<i<2.

Dokaz: To, 7e kazdy prvok grupy cma(a,b) mozeme previest do tvaru (21), kde & nie je ohrani¢ené,
by sme dokazali analogicky ako vo vete 6.12, kde (RSR)9¢4*?) = (RSR)P*(RSR)®" = §—728% 4
gcd(a,b) = pa+qb. Ohranicenie pre k a teda rad prvku S by sme odvodili podobne ako vo vete 6.13.
¢btd

Teraz uz moézeme odvodit velkost centra.
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Veta 5.18 Velkost centra grupy cms(a,b) je 2a, ak b # 1 a centrom je celd grupa, ak b= 1.

Dokaz: Velkost centra ukdZzeme podobne ako vo vete 6.14. V pripade, Ze b # 1, dostavame znovu,
7e ak méa prvok S¥(RSR)/R' patrif do centra, musi platif S¥(RSR)'R' = S**(RSR)'~'R! =
SI(RSR)*R'. Znovu prvok patri do centra len pre nulové i. Po tiprave RS* 7R = S¥=7. Pre k = j
plati tato rovnost trividlne, a podobne ako v pripade grupy emi(a,b) bude prvok SRSR sucastou
centra. Z prezentacie (20) vieme, ze (RSRS™1)” = 1 a tiez RSRS = SRSR, teda (RSR)® = S°,
potom prvok S komutuje s R a patri do centra. KedZe je centrum podgrupou, buda tam patrif aj
vietky mocniny prvku S°. Teda, prvok S*~7 patri do centra prave vtedy, ked k — j = L.b. Pre &islo

j méme ged(a,b) moznosti. RAd prvku S° je gcdz(‘; 7 @ tol’ko je moznosti pre vyber ¢isla [, kedze
1.b < Order((S)) = —2eb__ k je potom jednoznacne dané. Dokopy moézeme vybrat do centra 2a

. gcd(a,b)’
prvkov.

Nech do centra patri aj iny prvok S'®**, kde [ a s st prirodzené ¢&isla. Teda RS"WTsR = Slb+s
potom S"*$(RSR)~"*=% = §%(RSR)* = S*(RSR)~" = 1, potom musi platit rovnost (Ib + s, —Ib —
s) = m(a,a) + n(b,—b), ¢o je sustava dvoch rovnic o dvoch neznamych. Po vyrieSeni 2ma = 0, teda
m = 0. Po dosadeni dostavame rovnicu lb + s = nb, odtial uz vyplyva, Ze b|s.

Ak b = 1, potom ged(a,b) = 1 a z prezentacie vieme, ze do centra patri prvok S. Ten potom
komutuje aj s prvkom R, ¢iZe centrom je celd grupa.
¢btd

Asi uz teraz nebude prekvapenim, kedy st dve grupy ema(a,b) a cmo(a’,b’) izomorfné.
Veta 5.19 Grupy cma(a,b) a ecma(a’, V') si izomorfné vtedy a len vtedy, ak (a,b) = (a’,b').

Dokaz: Zprava dolava je to trividlne vzhladom na to, Ze sa jedné o rovnaki grupu.

Ak st grupy ema(a,b) a emg(a’, V') izomorfné, potom musia mat centrum rovnakej vel'kosti, musi
teda platit: 2a = 2a’ a odtial a z nasledného vyuzitia rovnosti radov grip plynie, 7e (a,b) = (a’,d’).
Ak b =1, potom prva z grip je abelovskd, potom musi byt abelovskd aj druhd, teda b’ = 1 a odtial
uza=a.

¢btd
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6 Grupy pmm, pmg, pgg

6.1 Strukturalne vlastnosti grupy pmm;(a,b)

Grupa pmmj(a,b) je urfena troma reflexiami a jednym posunutim. Prezentacia je nasledovna:
pmmi(a,b) : = (R.R', Ry, Y|[R.Y] = [R.Y] = [Ry. B = [RoR) = R? = o2

= R®=RZ=(RR)*=Y"=(RY)? =1).

Predstavu o tom, ako tato grupa vyzera v rovine nam dava obrazok (13).

A
R[R

R

Y

Y

(RR)®
Obrézok 13: Grupa pmms(a,b)

Vdaka nasledujucej vete budeme okamzite vediet povedat, kolko mé dané grupa involucii a aké
je jej centrum, staci poznat niektoré vlastnosti dihedralnych grup.

Veta 6.1 Grupa pmm;(a,b) dand prezentdciou (22) je izomorfnd grupe:
D2 X Dap.

Dokaz: Budeme dokazovat podobnym sposobom, ako v pripade grupy pm;(a,b). Dokazeme, Ze sa
v grupe pmmq (a,b) normélne podgrupy Da, a Dap, ktoré maju jednotkovy prienik.
Majme grupu H dant prezentaciou:

H:= <R, (RR))|R? = (RR)* = (RRR')* = 1> :
—=R’2

Je zrejmé, Ze je to prezentacia dihedralnej grupy Ds, a Ze obsahuje vSetky slova, v ktorych sa
nachadzaju iba prvky R a R'. Dokazali sme, Ze grupa Ds, je podgrupou grupy pmmi(a,b). Teraz
dokézeme, Ze je normélna.

Majme prvok g patriaci do grupy pmm;(a,b). Mame dokazat, 7e plati nasledujtica rovnost:
gHg ' = H. Ak g patri do H, tak to zrejme plati, nech teda do Dy, nepatri. Prvok g je vSak slovo
zlozené z prvkov R, R', Ry, Y. KedZe z prezentacie vyplyva, ze prvok R s Ry a Y komutuje a taktiez
prvok R’ komutuje s Y a Ry, mozeme prvok g zapisat ako sucin: g'h, kde ¢’ je slovo tvorené prvkami
Ry a'Y a h je slovo tvorené prvkami R a R'. KedZe grupa H je generovand prvkami R a \R/’_/ ,
RRR/'=R/
potom h € H. Teda:

gHg™ = ghHh g~ = gy~ = {gWg " she H} = H.
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Posledné rovnost vyplyva z toho, Ze prvok ¢’ komutuje s kazdym prvkom grupy H. Tymto sme
ukazali, Ze Do, je normalnou podgrupou grupy pmm;(a,b).
Vezmime si teraz grupu G danu prezentaciou:

G:= (R, Y|R3 =Y" = (RY)?* =1).

Téato prezentéacia nam udava dihedralnu grupu Doy, To, Ze je to normalna podgrupa grupy pmmy (a, b)
dokazeme analogicky ako v predchadzajucich riadkoch.

Vsetky slova tvorené len pismenami R, R’ sa nachadzaju v podgrupe H a vSetky slovd tvorené
Rs,Y sa nachadzaja v podgrupe G. Ukazali sme si, ze kazdy prvok podgrupy H komutuje s kazdym
prvkom podgrupy G, potom vdaka tomu, 7e iné generatoty ako R, R',Y, Ry grupa pmm;(a,b) nema,
bude pmmq(a,b) C H x G. Rad grupy pmm;(a,b) je ale podla [I.] 4ab a rad grupy H x G je tiez
4ab, potom prienik podgrip H a G musi byt trividlny a plati pmm;(a,b) = Da, X Dap.
¢ébtd

Priamym doésledkom predchadzajicej vety je aj veta o pocte involucii.
Désledok 6.1 Grupa pmm(a,b) dand prezentdiciou (22) md

1. a+ ab+ b involicii, ak a a b si nepdrne,

2. a4+ ab+ 2b+ 1 involicii, ak a je pdrne a b nepdrne,

3. 2a + ab+ b+ 1 involicii, ak a je nepdrne a b je parne a

4. 2a + ab+ 2b+ 3 involicit, ak a a b su pdrne.

Na zéaklade predchadzajucich dvoch viet uz vieme vyslovit vetu o izomorfizmoch dvoch grup
pmmy(a,b) a pmmq(a’, V).

Veta 6.2 Grupy pmmi(a,b) a pmmy(a’,b') si izomorfné jedine vtedy ak
e (a,b) = (d’,V) alebo (a,b) = (V/,a’) alebo
o (a,b) = (2V, %/) alebo (a,b) = (%/,Zb’), ak V' a %/ st nepdrne alebo

e (a,b) = (2d, %/) alebo (a,b) = (%/,2(1/), ak a’ a % si nepdrne.

Dokaz:

(<)

Nech (a,b) = (a/, V'), potom sa jedna o tu istu grupu. Nech (a,b) = (V/,a’), potom izomorfizmom
bude zobrazenie:

¢ : pmmy(a,b) — pmmy(a’, V)
p:R— Ry
¢:RR — Y~
¢: Ry — R*
©:Y — R*R"™.
Musime overit, Ze platia rovnosti [p(R), o(Y)] = [@(R), p(Y)] = [¢(R2), p(R)] = [p(R2), o(R)] =
P(R)? = p(R')? = p(R2)? = o(Y)" = (p(R)p(R))" = (p(R2)p(Y))? = 1. Kedze ¢(R) =
Ry, p(R') = p(R)p(RR') = Ry*Y*,p(R2) = R*,0(Ra)p(Y) = R'™, potom vietky involicie z

prezentacie grupy pmm;(a,b) sa ndm zobrazia na involacie v prezentécii grupy pmmy (a’, ).
Teraz overime, ¢i obrazy buda spolu komutovat .

P(R)p(Y)p(R)™! = Ry"R*R™(Ro*) ™! = R*R"™ = (Y)

Vyuzili sme to, Ze v grupe pmmy (a’,b') plati [Re*, R*] = [Re*, R”*] = 1. Podobne ukidZeme aj ostatné.
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Teraz ukézeme, 7e o(Y)? = (R*R'™*)® = (R*R'*)* = 1. Podobne aj o(RR')* = (Y*)* = (Y*)!' =
1. Potom ¢ je homomorfizmus.

Aby sme ukézali, Ze je to aj izomorfizmus, stafi ndm overit, ¢i je dané zobrazenie bijektivne.
Vzhl'adom na to, Ze obe grupy maja velkost 4ab, staci overit, ¢i je to surjektivne zobrazenie. Ale
vzhladom na to, Ze obrazy generatorov st opif generatory, potom je to aj surjektivne zobrazenie,
potom st grupy izomorfné.

Nech teraz plati (a,b) = (24, %/) Potom hl'adanym izomorfizmom bude zobrazenie:

¥ : pmmy (a,b) — pmmy(a’, V)
b:R— R*
¥ : RR' — R;R*R"”
¥ : Ry — R}
Yv:Y — RY™.

To, ze 1 je skuto¢ne izomorfizmom, by sme overili analogicky ako v predchadzajiucom pripade.
Nech (a,b) = (%,Qb’). Potom ale izomorfizmom bude zobrazenie 1)~!. Nech sa teraz (a,b) =
(2, %,) Potom funkciou izomorfizmu g bude zobrazenie podobné v, ale R* sa vo vSetkych predpisoch
zameni za Rj a podobne (R*R’™) sa zameni za Y*. A nakoniec, nech (a,b) = (%,2@’), potom
funkciou izomorfizmu bude zobrazenie !, vzhl'adom na to, Ze i je izomorfizmus, bude bijektivnym

homomorfizmom aj p~!.

=")
Nech st grupy pmmq(a,b) a pmm;(a’,b’) izomorfné.

I. Nech a aj b st nepérne. Potom mé grupa pmms (a, b) a+ ab+b involtcii. Vzhladom na to, Ze st
dané grupy izomorfné a ich rady sa musia rovnat, dostavame 4ab = 4a'l/, ¢ize ab = a’l’. Stucin
ab je ale nepéarny, potom aj a’b’ je neparny sucin, z ¢oho vyplyva, Ze ak s grupy pmms (a,b) a
pmmy (a’,b") izomorfné, potom musia byt aj o’ a b’ neparne. Po¢ty involucii sa musia rovnat,
z ¢oho a +ab+b = da + d't/ + ¥, odkial po dosadeni rovnosti ab = a’b’ dostavame a + b =
a’ + V. Po vyuziti oboch rovnosti dostdvame vztah: a'b’ — a’b — b’b 4+ b = 0. Rie¥me to ako
kvadratickd rovnicu s neznamou b. Dostaneme, Ze b = a’ alebo b = b'. Odtial uz dostavame,
ze (a,b) = (a’,b') alebo (a,b) = (b',d’).

II. Nech je a parne a b neparne. Potom musi byt parne alebo a’ alebo b'.

a) Nech je parne o’ a b/ je neparne. Potom, vzhladom na rovnost po¢tu involtcii, dostavame:
a+ab+20+1 = a’+a’t' +20' +1. Vyuzitim rovnosti radov grap dostavame: a+2b = a’+2b'.
Znovu, vyuzitim rovnosti rddov grap dostavame kvadraticki rovnicu s nezndmou b tvaru
202 — b/ (2b + a) + ab = 0, ktorej riesenim je b’ = b alebo b’ = §. Teda, v takomto pripade
bude platit: (a,b) = (a’,') alebo (a,b) = (2',%).

b) Nech st parne aj o’ aj b’. 'V grupe pmm;(a’,b’) potom bude 2a’ 4+ ab + 20’ + 3 involucii,
v grupe pmmy (a, b) ich bude a + ab+ 2b+ 1. Opét vyuZivame rovnost radov grip, z ¢oho
dostavame rovnicu: 2a’ 42 +2 = a+ 2b*. Vyjadrime a’ z rovnice ab = o'V, teda o’ = ‘Z—f’.
Po dosadeni do rovnice  dostavame kvadraticki rovnicu tvaru 2ab+ 20> = b/ (a+ 2b — 2).
Vyjadrime si diskriminant: D = (a+ 2b—2)2 — 16ab = a® — 12ab+ 4b? — 4a — 8+ 4. Nech
je tento diskriminant nezaporny. Aby bolo b’ celé &islo, musi platif 4(a + 2b — 2 4 /D).
Vzhladom na to, 7e 4|a’b’, musi aj 4|ab, ale ked7e je b nepéarne, potom 4|a. Potom
4|(a+2b—2), teda aby bol cely vyraz delitelny 4, musi 4v/D a teda 16|D, ¢o vSak neplati,
teda v takomto pripade nebuda pmmy (a,b) a pmmy(a’,b") nikdy izomorfné.

c) Nech @’ je neparne a b’ je parne. Potom postupujeme analogicky ako v bode a). Dostavame
kvadraticki rovnicu 2a’* — a’(a 4 2b) 4 ab = 0, ktorej riefenim vzhladom na o’ je & alebo
b. Teda (a,b) = (2d, %) alebo (a,b) = (V',d’).
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III. Nech je teraz a neparne a b parne. Postupovat budeme rovnako ako v bode II., ale viade
preznacime a za b a naopak b za a. Dostéavame, Ze ak st grupy pmmi(a,b) a pmmy(a’,b)
izomorfné, potom (a,b) = (a’,b') alebo (a,b) = (%/,217’) alebo (a,b) = (%,2@’) alebo (a,b) =
', a).

IV. Nech st a aj b parne. Izomorfizmy s grupami, kde si parametre roznej parity sme vyriesili v
predchéadzajtcich 2 bodoch, ostava nam pripad, ked o’ aj b’ budd parne. Ale aj tu nakoniec
dostavame kvadraticki rovnicu tvaru a’b’ — a’b — b'b + b> = 0, ¢o je ale rovnica z pripadu L

¢btd

6.2 Strukturalne vlastnosti grupy pmms(a,b)
Dalsou grupou je pmma(a,b). Dana je nasledujicim predpisom:

pmma(a,b) : = (Ri, Ra, Ry, Ra| R} = R = R = R} = [R1, Rs] =

[Ri, Ry] = [Ro, R3] = [R3, Ry] = (R1R3)*(RoR4)" = (RoRy)* =1). (23)

Predstavu, ako grupa pmmes(a,b) vyzerd, nam dava obrazok (14)

A

/St R Ry

(RR,F°

RR

2
R4Rs J
(RiRs)?

Y

Obrazok 14: Grupa pmma(a,b)

Znovu si odvodime vSeobecny tvar prvku.

Veta 6.3 Kazdy prvok grupy pmma(a,b) urcenej prezentdciou (23) md kanonicky tvar:
R{(R1R3)’(RaR4)* RY, (24)
kde i,1 € {0,1}, 5 € {0,1,...,a— 1} a k € {0,1,...,2b — 1}.

Dokaz: Kazdy prvok I'ubovolnej grupy je postupnostou jej generatorov a naopak. To znamena v
nasej grupe kazda postupnost tvaru: le RY! R’;lRff R?ﬁ RI?... urcuje nejaky prvok grupy pmma(a,b).
Kedze vsetky jej generatory su involucie, potom nam staci uvazovat iy, jn, kn, l, € {0, 1} pre Tubovolné
n. 7 prezentacie (23) vyplyva, ze R; komutuje s Ry a s R4 a prvok Rz komutuje s Re a Ry. T.z
7e mozeme prvky R; a Rz presunut do prvej polovice postupnosti a v druhej ostanu len prvky Rs
a Ry. Dostavame prvok tvaru R (R1Rs)? Ri'RY (RyR4)* RY', kde ¢/,i", 1,1 € {0,1} a j" a k' st
Tubovolné.
Vyjadrime si, ¢omu sa rovna nasledujtici vyraz: R{(R;R3)’R!. Ak | =0, potom R{(R;R3)' R} =
(RiR3)! = (RiR3)"1". Ak I = 1, potom R}(RiR3)IR} = (Rs3R1)7 = (RiR3)~! = (RiR3)(~ V7.
Teraz uz mozeme pokracovat:
R{ (RiRs) Ry’ R (RyRa)* Ry = R Ry R{ (R1Rs)’ R’ RY (RoRa)* Ry Ry Ry =
= Ri/""i” (RyRg)V" 7' (R2R4)(*1)Z K RZ'H”. Z prezentacie (23) vieme, ze (R R3)® = (RaR4)™" =
—— ——

R} (R1R3)7 (R2R4)* R}
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(RaR4)?. Poslednt rovnost sme si mohli dovolit pisat vdaka tomu, ze (R2R4)" je involtcia. Dalej
postupujeme podobne ako vo vete o §truktire prvku grupy pms(a,b).

Vzhl'adom na to, ze velkost grupy je 4dab(vyplyva z ¢lanku [1.]), dany tvar je jednoznagne urceny.
&btd

Cestou k odpovedi, kedy st dve grupy pmma(a, b) a pmma(a’,b’) je znovu pocet involucii. Najprv
si ale odvod'me, ako vyzera vSeobecny sucin dvoch Tubovolnych prvkov.

v

Priklad 6.1 Majme prvky Ri(RiRs3)(R2R4)*R} a Ri(R1Rs)? (RyR4)* RY patriace do grupy
pmma(a,b), kde i,7',1,I" € {0,1}, j,7/ € {0,1,...,a — 1} a k, k' € {0,1,...,2b — 1}. Potom prvok:

Ri(RiRs) (RaRy)*RLRY (RyR3)” (RoRa)* Rt = R (R R3)’RY (R1R3)” (RaR4)*RL(RoRy)F RY =
= szri/ (R1R3)(_1)i,j+j/(R2R4)k+(_1)lk/Ri+l,.
Veta 6.4 V grupe pmms(a,b) je:
a) 2(a+ ab+ b) + 1 involicii, ak a alebo b je nepdrne,
b) 2(a+ ab+ b) + 3 involicii, ak a aj b su pdrne.

Dokaz: V predchadzajucom priklade sme si odvodili, ako vyzera vieobecny sucin dvoch prvkov. Ak
budeme medzi sebou néasobit rovnaky prvok, dostaneme:

Ri(RyR3)’(RyRy)¥RLRi (RyR3)I (RyR4)* Rl = Rit'(RyRs)(~1)'3Hi(RyRy)k+(-D'FRIH - Kedize rad
prvkov Ry a Ry je 2, potom druhd mocnina Tubovolného prvku R (R;R3)’(R2R4)* R} bude
(RyR3)~V'5+3 (RyRy )M (=1'k Vo vete o §truktire prvku grupy pmms(a,b) sme si dokézali, Ze je
to jednoznainy zépis a ak ma platit: (R Rs)(~1"9+i (RyR,)* (D% = 1, musia platif nasledujtce
rovnosti:

(=1)%+45=0 (mod a)
(—D)'k+ k=0 (mod 2b).

Vzhladom na to, Ze j € {0,1,...,a — 1} a k € {0,1,...,2b — 1} sa ndm rovnice redukuju na nasledjtice
4: (=1)% +j=0alebo (—=1)'j+j=aa (~1)'k + k =0 alebo (—1)'k + k = 2b.

a) Nech a je neparne. Nech ¢ = 1. Potom pre prva rovnicu je rieSenim kazdé j a naopak, druha
rovnica rieSenie nema. Podobne pre [ = 1 ma tretia rovnica rieSenie pre kazdé k a v stvrta pre
ziadne. Nech i alebo [ je 0. Potom pre prva rovnicu je rieSenim jedine ¢islo 7 = 0 a druhé
rieSenie nema, kedZe a je neparne. Z tretej rovnice dostavame vysledok & = 0 a zo §tvrtej k = b.
Ak to zhrnieme, mame dokopy 2ab + 2b + 2a + 2 involtcii, medzi ktorymi sa ale nachadza aj
jednotkovy prvok.

b) Nech a je parne. 2ab 4+ 2a + 2b + 1 involucii dostaneme analogicky ako v pripade a). V tomto
pripade ale pre i = 0 méa aj druha rovnica rieSenie a to j = 5. Potom
(RiR3) "V (RyRy )M (1'% = (Ry Ry)*(RoRy )M (1'% = (RyRy)M V'R0 = 1. 7 toho
vyplyva, ze k + (—1)'k +b = 0 alebo k + (—1)'k + b = 2b alebo k + (—1)'k + b = 4b. Vzhladom
na to, ze k je nezaporne celé ¢islo a b je kladné, prva rovnica rieenie mat nebude. Druha bude
mat jedine v pripade, ze | = 0, potom k = g Rovnako tretia rovnica bude mat rieSenie jedine

pre nulové [ a parne b, potom k = %b

¢btd

Vdaka tomu, ze pozname v jednotlivych grupach pmmes(a, b) pocty involucii, vieme povedat, kedy
dve grupy pmmj (a,b) a pmms(a’,b’) budia izomorfné.

Veta 6.5 Grupy pmma(a,b) a pmma(a’,b’) si izomorfné prive vtedy, ked (a,b) = (a’,V’) alebo
(a,b) = (V',d").
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Dokaz:
(:=")
Dokaz si rozdelime na 2 ¢asti.

I. Nech a alebo b je neparne. Potom ma grupa pmms(a,b) 2(a + ab+ b) + 1 involdcii.

a) Nech a' alebo b’ je neparne, potom méa grupa pmms(a’,b’) 2(a’ + o'’ + ') + 1 involucii.
Podla ¢lanku [1.] ma grupa pmms(a, b) 8ab prvkov. Z predpokladu, Ze su grupy pmms(a, b)
a pmmg(a’,b’) izomorfné, musi platit ab = o’'b/(1). VyuZitim tejto rovnosti a upravami

dostavame rovnicu tvaru a + b = o’ + . Vyjadrime s o’ z rovnice (1), teda o’ = 92

Dosadenim dostévame kavdratickd rovnicu b’ — b/ (a 4 b) + ab = 0(2). Po vyrieseni b’ = a
alebo v’ = b.

b) Nech su a’ aj b’ parne, potom pocet involucii v grupe pmma(a’,b’) je 2(a’ + a’t/ + V') + 3.
Vyuzitim podobnych tvah ako v predchidzajico bode, dostdavame kvadraticka rpvnicu
b? — b (a+b—1)+ab = 0. Diskriminant tejto rovnice po tpravach je b2 — 2b(a — 3) +
(a — 1)%(3). Aby ¥ bolo celé ¢islo, musi byt celd aj odmocnina z diskriminantu. Teda,
diskriminant musi byt druhou mocninou nejakého ¢isla, teda diskriminant rovnice (3) musi
byt rovny nule. Ten je ale rovny ¢islu 4(a — 3)2 — 4(a — 1), o pre a > 2 je zdporné ¢&islo.
Ak o' aj V' st parne a a alebo b je neparne, potom musi platit 4|a alebo 4|b (alebo sa v
tomto pripade berie vo vylu¢ovacom vyzname). Ak 4|a, potom 4 < a, ale v tom pripade
bude diskriminant zaporny, potom musi platit 4|b, tym padom je a neparne, ¢ize musi
platif a = 1. Rovnica (3) sa zjednodusi na tvar b* +4b = 0. V tomto pripade ale b nebude
celé ¢islo, teda v takomto pripade grupy pmmea(a,b) a pmma(a’,b’) izomorfné nie su.

II. Nech a aj b st parne, potom mé grupa pmma(a,b) 2(a + ab + b) 4+ 3 involtcii.

c) Nech a’ alebo ¥’ je neparne. Potom budeme postupovat rovnako ako v bode I.b), len
preznacime a za a’, b za b'. Tam sme dokazali, Ze ak st grupy pmmea(a,b) a pmma(a’,b’)
izomorfné, potom takyto pripad nemoze nastat.

d) Nech st o’ aj b’ parne. Potom v grupe pmma(a’,b') je 2(a’ + a'b’ + b') + 3 involucii.
Jednoduchymi dpravami dostavame opat rovnicu (1) a odtial kvadratickd rovnicu (2),
teda ak st grupy pmms(a,b) a pmmg(a’,b’) izomorfné, potom plati (a,b) = (a’,b") alebo
(a,b) = (V',d).

(»<=")
Nech plati (a,b) = (a’, V). Potom sa jedna o totozné grupy. Nech (a,b) = (¥, da’), potom vezmime
zobrazenie
¢ : pmma(a,b) — pmma(a’,b)
0: Ry — RS
p: Ry — R’l
¢: R3+— R}
¢©: Ry— RS
Vzhl'adom na to, Ze zobrazujeme generdtory jednej grupy na generatory druhej grupy, bude to

surjektivny homomorfizmus. Vyuzitim rovnosti rddov grup dostdvame, Ze to je izomorfizmus.
¢btd

6.3 Strukturalne vlastnosti grupy pmg:(a,b)
Grupa pmgi (a, b) zndzornend na obrazku (15) je dana prezentaciou:

pmgi(a,b) :== (P,Q,R|P* = Q*,R* = (RP)* = (RQ)* = P* = (P7'Q)" =1). (25)
Pozrime sa na to, ako vyzerd kanonicky tvar prvku.

38



2a

Y

7

P'a)P

Obrazok 15: Grupa pmg;(a,b)

Veta 6.6 Kazdy prvok grupy pmgi(a,b) je dany nasledujicim kanonickgm tvarom:
RI(P2Y(PTHQ)F P!, (26)
kde i€ {0,1}, j € {0,1,....,a— 1}, k€ {0,1,....,.b—1} al € {0,1}.

Dokaz: V grupe pmgi (a, b) je podgrupou grupa H := <P, Q|P? = Q? P* = (P7'Q)’ = 1>. Prezen-
tacia podgrupy H je ale predpisom pre grupu pgi (b, a), ktorej velkost je 2ab a velkost grupy pmgi (a, b)
je 4ab, potom H je podgrupa indexu 2. Mozeme pisat pmg;(a,b) = pgi(a,b) U R.pg1(a,b). Prvok
grupy pmgi(a,b) je teda vyjadreny ako sicin nejakej mocniny R a l'ubovolného prvku patriaceho do

pbg1 (a7 b)
¢btd

Grupy pg1(a,b) a pg1(a’,b’) st izomorfné jedine v pripade, Ze a = o’ a b =b". V grupe pmg (a, b)
vSak vieme najst aj iné izomorfné grupy. Najprv si ukdZeme pocet involicii.

Veta 6.7 Grupa pmgy(a,b) md
1. ab+ 2b+ 3 involicii, ak oba parametre si pdrne,
2. ab+ 2b+ a+ 1 involicit, ak a je pdrne a b nepdrne,
3. ab+ b+ 1 involicii, ak a je nepdrne a b je pdrne a
4. ab+ a + b involicii, ak oba parametre su nepdrne.

Dokaz: Ako bolo v predchadzajicom povedané, v grupe pmg(a,b) existuje podgrupa pgi(a,b) a
teda vSetky involucie grupy pgi(a,bd) su involtciami grupy pmgi(a,b) a tych je v pripade 1. 3, v
pripade 2. ich je a + 1, v 3. je 1 involtcia a v poslednom pripade je v pgi(a,b) a involacii.
Teraz n4jdeme involiicie v mnozine R.pgi(a,b). Taky prvok je tvaru R(P2)7(P~1Q)*P'. Aby bol
involiciou, musi platit R(P?)7(P~1Q)*P'R(P?)/(P~1Q)kP! = 1.
1=R(P'Q)*P'R(P'Q)"P!

tu sme vyuzili fakt, ze v grupe pgi(a,b) patri P? do centra a nasledne z prezentacie vieme, Ze
PRP =R

= R(PTIQ)*RP™!(PT1Q) P
opét vyuzivame fakt, 7e PRP = R

= R(P™'Q)*R(P~1Q)- V'
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v priklade 5.2 sme si ukézali, ze P (P~1Q)*P~! = (P_lQ)(_l)lk, ukdzeme, Ze to plati aj pre
P~HP~1Q)kP!, ak | = 0, potom to plati, ak [ = 1, potom P~Y(P71Q)*P = Q~Y(P~1Q)* P =
(Q71P)F = (P V
— (P—lQ)(—l)lk+k

tu sme vyuzili, 7e PRP = QRQ = Rateda PT'QRQP™! = PT1QR(PQ™')"! = PTIQR(P'Q)" ! =
R a nésledne R? = 1. Vzhladom na to, Ze v podgrupe pgi (a,b) je prvok jednozna¢ne dany, vieme, Ze
(—=D'k + k = 0(1) alebo (—1)'k + k = a(2). Ak [ = 1, potom rovnica (1) plati pre vietky k a j, (2)
pre ziadne. Ak [ = 0, potom (1) plati pre kazdé j a pre k = 0 a rovnica (2) plati pre kazdé j a pre
k = . Teda, ak to zhrnieme, v pripade, Ze a je parne, je v mnozine R.pgi(a,b) ab+ 2b involicii, ak
a je neparne, potom je v nej ab + b involucii.

V prvom pripade teda mame dokopy ab + 2b + 3 involicii, v druhom ich je ab+2b+a + 1, v
trefom ab + b+ 1 a v poslednom pripade je ab + b + a involucii.
ébtd
Veta 6.8 Grupy pmgi(a,b) a pmgi(a’,b') st izomorfné prive vtedy, ked

a) (a,b) = (a', ),

b) (a,b) = (b,d), ked a,b,a’, b si nepdrne,

¢) (a,b) = (2V, %/), ak a,a’ si pdrne a b,b' si nepdrne.

Dokaz:
(<"
Nech plati a). Potom sa jedné o totozné grupy. Nech plati b). Vezmime predpis:

v : pmgi(a,b) — pmgy(a’,b)
@:Pr— R'P'_lQ'
0:Q— RPQ
p:R— P’a/.

Najprv musime ukazat, Ze ¢ je homomorfizmus. Musi platit

p(1) = p(P)*0(Q) 7 = (2(R)p(P))* = (p(R)¢(Q))* = ¢(P)** = (p(P) "¢(Q))" = 1. Vyuzivajic
relacie z prezentécie (25) dostavame:

p(1) = p(P?Q72) = p(P)*p(Q)* = RP'QRP'QRPQ)? =
_ P/Q/—lpl—lQ/Q/—1P/—1R/Q/—1P/—1R/ _ P/—lQ/—lQ/P/ -1

v tomto bode sme opakovane vyuzili R’P'R' = P’ a tiez R'Q'R’ = Q'~", rovnako z prezentacie
P’? = Q'? a tiez, ze v podgrupe pg, (b, a) patri prvok P'? do centra

= o((RP)?) = (p(R)p(P))? = (P R'P''Q')* =
_ R/P/*GI*IQ/PIG'R/P/*lQ/ _ R/Q/P/*a'*IPIG'R/Plle/ _ R/Q/P/*IR/Plle/ _
_ Q/*lplplle/ -1

vyuzili sme, Ze a’ je neparne, potom prot patri do centra

= o((RQ)*) = (¢p(R)p(Q))* = P RP'Q P RP'Q =RP "M QP"RPQ =
_ R/Q/P/R/P/Q/ o Q/—1P1—1P/Q/ -1

= o(P*) = (o(P)*)" = (RP"" QRPTIQ) = (PQTPTIQ) = (PTQ) =
=P =Py =17 =1

= p((P1Q)") = (p(P)0(Q) = (@ 'PREPQ) = (Q'PQ) = P = P =1
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Dokézali sme, ze ¢ je skutoéne homomorfizmus, teraz ukizeme, Ze je to surjektivne zobrazenie.
a’+1

Kedze Im(y) je podgrupou, musia tam patrif aj prvky o(P) lp(Q) = P’?, P'* 2 P = P,
©(P)2 = P''Q’, potom aj P'P'"'Q' = Q' a napokon R'P'Q'Q' 'P'"' = R'. Kedze grupa Im(y)
obsahuje ako svoje prvky generatory grupy pmgs(a,b), potom sa grupy Im(y) a pmgi9a,b) budt
rovnat a zobrazenie je surjektivne. KedZze ab = a'b’, potom bude aj injektivne a ¢ bude izomorfiz-
mom.

Majme teraz pripad c¢). DokaZzeme, Z%e nasledujuci predpis bude izomorfizmom medzi grupou
pmgi(a,b) a pmgi(a’,b').

¥ - pmgi(a,b) — pmgi(a’, V)
$: P RPEPY
P Qr— R'P’%/P’Q’
P R— o

To, ze 1 je skutocne bijektivny homomorfizmus ukdzeme analogicky ako v predchédzajicom pripade.
(-=")
Nech sa grupy pmgi(a,b) a pmg; (a’,b') izomorfné. Potom sa ich poéty involicii a ich rady musia
rovnat. Odtial bude platit ab = a'b'(1).

I. Nech a aj b st neparne. Potom pocet involucii v grupe pmgi (a,b) je ab+ a + b.

a) Ak st neparne aj a’ aj b/, potom dostavame rovnicu a + b = a’ + b, vyuzitim rovnosti
ab = a'l/, dostavame rieSenie a = a’ alebo a = V'.

b) Iné pripady vzhladom na to, Ze ab = a'b’ nastat nemozu, pretoze na lavej strane je neparny
vyraz a na pravej by uz bol parny.

II. Nech a aj b st parne, potom pocet involucii v grupe pmg; (a,b) je ab+ 2b + 3.

c) Ak aj o/, su parne, potom ab + 2b + 3 = a'b’ + 2b’ + 3. Jedinym rieSenim tejto rovnice
vyuzitim (1) je b="b".

d) Ak o je parne a b’ je neparne, potom v grupe pmg;(a’,b’) je 'V’ + 20" 4+ o’ + 1 involucii.
Pomocou jednoduchych tprav a vyuzitim (1) dostavame kvadraticka rovnicu 20’ 2y (20+
2)+ab = 0. Diskriminant tejto rovnice je 4b®>+8b(1—a)+4(2). Aby bolo &islo b’ celé, musi
byt aj odmocnina z diskriminantu celd, teda musi byt druhou mocninou nejakého ¢isla.
Preto sa musi determinant rovnice (2) rovnat nule. Determinantom je &islo a? — 2a + 48
rovnajice sa nule. Lenze taka rovnica v obore redlnych ¢isel rieenie nema, preto v takomto
pripade nebudu grupy pmg (a,b) a pmg;(a’,b’) nikdy izomorfné.

e) Nech o’ je neparne a b’ je parne, potom je v grupe pmgp(a’,b’) o't/ + b + 1 involucii.
VyuZitim rovnosti poctu involucii a (1) dostavame rovnost 2(b + 1) = b'. Kedze je b
parne, potom lavi stranu deli dvojka, ale Stvorka nie. KedZze $tvorka deli sacin a’'b’ a o
je nepérne, potom musi delif ¥, ¢o je ale spor.

III. Nech a je parne a b neparne. Pocet involicii je v tomto pripade ab + 2b+ a + 1.
f) Ak o’,b’ sa parne, potom sa jedna o pripad I1d), len st preznaené a za o’ a bza ' a

naopak.

g) Nech a’ je parne a b nepérne. Potom dostavame kvadratickt rovnicu 26'> — b/ (2b+a)+ab =

0. Jej rieSeniami su ¢isla b' = b alebo b’ = §.

h) Nech o’ je neparne a b’ je parne. Potom 2b+a =V, ¢ize o/ = 25_&&. Nech 2|a, ale stvorka
nedeli a. Potom 5 = SEREDEEL — 2041 Yede b = 2041, a = 2(2k+1), n = 2kl +k +1

am =1+ k+ 1. KedZe menovatel je parny a citatel neparny, potom a’ nie je celé &islo.
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4k(2141)  _ 2k(21+1)
(I+1+2k)  2(k+D)+1°

Nech 4[a, potom o’ = 5
je spor.

Ak toto ¢islo bude celé, bude parne, ale to

IV. Nech a je nepéarne a b je parne. Potom je v grupe pmg(a,b) ab+ b+ 1 involucii.
i) Nech st o aj b’ parne, potom je to viak pripad Il.e), len a s a’ a b s b’ su preznalené a
naopak.

j) Nech je a’ parne a b’ neparne. Potom sa jedna o pripad II1.h), len st znovu parametre
preznacené.

k) Nech je a’ nepéarne a b’ parne. Potom dostavame rovnost b = b'.

¢btd

6.4 Strukturalne vlastnosti grupy pmgs(a,b)

Podobnou grupou ako pmgi (a,b) je grupa pmgs(a,b) dana prezentaciou:
pmga(a,b) == (P,Q,R|P* = Q* R®> = (RP)*> = (RQ)* = P = P**(P'Q)"=1). (27

Opét ako v predchadzajicom pripade obsahuje grupa pmgs(a,b) ako svoju podgrupu kvocient
grupy pg, v tomto pripade
(P,Q|P* = Q% P* = P**(P7'Q)" = 1) = pgz(b,a). Na obrazku (16) mozeme vidiet, Ze skuto¢ne
sa geometricka interpretacia grupy pmgs(a,b) od geometrickej interpretacie grupy pgs(b, a) lisi len
nepatrne. Z ¢lanku [I.] vyplyva, Ze velkost grupy pmgz(a,b) je 8ab a velkost grupy pga(b, a) je 4ab,
¢o znamené, Ze pgs(b,a) je podgrupa indexu 2 a teda je to normalna podgrupa. V tomto pripade
mozeme vyjadrit grupu pmgs(a, b) nasledovne:

pmygz(a,b) = (R) .pga(b,a).

Z tohto vztahu by uz automaticky plynul kanonicky tvar prvku, kedze sme v stati o grupach pg
dokézali, ako vyzera veobecny tvar prvku grupy pgs (b, a).

Y

- ‘ PQ

(PQ)°
Obrazok 16: Grupa pmgs(a,b)

Tak ako ani grupy pga(a,b) a pga(a’,b’) nie st izomorfné pre nerovnajiice sa parametre, nie si
izomorfné ani pmgs(a,b) a pmgo(a’,b’). Na dokaz pouZijeme pocet involicii.

Veta 6.9 Grupa pmgs(a,b) md

e 2ab+ 2a + 1 involicii, ak a alebo b je nepdrne a
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e 2ab+ 2a + 3 involucii, ak a aj b su pdrne.

Dokaz: Povedali sme si, 7e kazdy prvok grupy pmgs(a,b) je tvaru Rg, kde g € pga(b,a). Musime
ukézat, kedy je prvok R‘(P2)*(P~1Q)’/ P! involaciou.

Rz(PQ)k(Ple)jPlR’L(PQ)k(Ple)]Pl — RZ(PQ)k(Ple)]RZP(fl)ll(PQ)k(Ple)jPl

_ RZ(PQ)le(P_lQ)j(PQ)kP(_lyl(P_lQ)JPl

Vyuzili se, 22 RPRP = 1, potom PR = RP~, ¢ize P'R' = RiPED' Prvky P71Q a R spolu
komutuji, pretoze RP~'QR = PQ~! = P~!'Q. Dalej sme vyuzili, Ze v grupe pgz(b,a) patri prvok
P? do centra.

= (PA)CD (P2 (PIQ) (PiQ) T P

Znovu sme vyuzivali, ze P? patri v pga(b, a) do centra a RP*R = (RPR)* = P~*. Potom sme vyuzili
priklad 6.1, kde sme si ukdzali, ze P{(P~1Q)/ P~ = (P~1Q)(-V'J.

= (PR (P QN P <

Vyuzili sme, 7e (—1)("D" = (1)L
Teraz ukazeme, pre ktoré trojice (k, j,1) bude posledné rovnost platit v podgrupe pg; (b, a)(v takom
pripade bude i = 0) a v mnozine R.pgs(b, a)(tu i = 1).

Nech i = 0, spocitame, kolko involacii méa podgrupa pga(b, a). Dostdvame rovnost
(P2)2k+(P=1Q)i+(-D" = 1. Potom musi platif j + (—1)’j = 0 (mod b). Ked%e 0 < j < b, bude
platit rovnost j + (—1)'j = 0 alebo j + (—1)'j = b.

Nech [ = 1, potom j — j = 0 alebo j — j = b. Druhd z rovnosti v takomto pripade nastat nemoze
a prvé plati pre kazdé j. Potom (P2)2k+(P=1Q)i+(-1'i = (P2)2k+1 4 prezentacie (27) vieme, Ze
P* = 1, potom 4k + 2 = 0 (mod 4a), ¢o neplati pre ziadne k, teda pre | = 1 nebude v pgo(b,a)
ziadna involicia.

Nech [ = 0, potom 25 = 0 (mod b), teda 25 = 0 alebo 2j = b. Prva z rovnosti plati len pre nulové
7, v druhej dostavame j = %, ¢o je celé Cislo len pre parne b. Nech j = 0, potom (P2?)?* = 1, ¢o
plati len pre kK = 0 alebo k£ = a. Pri nulovom k by sme ale dostali neutralny prvok, ktory je rddu 1,
preto v tomto pripade dostavame len 1 involiciu. Nech j = g, potom 4k + 2a = 4a (mod 4a), potom
2(2k — a) = 4al pre nejaké [, ¢o ma rieSenie len pre k = § alebo k = 37“, o st celé ¢isla len pre parne
a. Ak to zhrnieme, ak a alebo b je nepéarne, potom je pocet involicii v podgrupe pg2(b,a) 1, ak a aj
b st parne, potom su 3.

Nech i = 1, potom sa jednotkovému prvku musi rovnat (P~1Q)7*+(-1'i. Ak I = 1, potom je
prvok tvaru R(P?)*(P~1Q)7 P pre kazdé k, j involiciou, ¢o je podl'a vety 6.8 2ab prvkov. Nech [ = 0,
potom musi platit 2§ = 0 (mod b), ¢o vzhladom na rozsah vyberu &isla j znamena 25 = 0 alebo
27 = b. Nech 2j = b, potom musi byt prvok P2® jednotkou, ¢o ale podla geometrickej interetacie z
obrazku (16) neplati. Potom musi platit 25 = 0, teda j = 0, potom prvok R(P?)* je involaciou pre
kazdé k, ¢o je 2a prvkov.

Z predchadzajucich dvoch odstavcov vieme, Ze grupa pmgs(a,b) ma pre parne parametre a,b
dokopy 2ab + 2a + 3 involucii a ak a alebo b je neparne, potom ma grupa pmga(a,b) 2ab + 2a + 1
involucii.
¢btd

Nielen pri tejto grupe, ale aj v tych nasledujuacich budeme pocitat, kolko dvojic prvkov je na seba
kvézikolmych.

Definicia 6.1 Nech prvky g a h patria do grupy G. Povieme, Ze prvok h je na g kvdzikolmyj, ak plati
roUNoSst:

hgh™ =g~ % (28)
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Poznamka: V geometrii plati, ze ak je zobrazenie h kolmé na zobrazenie g, potom je aj g kolmé
na h. Taktiez plati, Ze ak h je zobrazenie kolmé samo na seba, potom je to identické zobrazenie.
V tomto pripade v8ak symetrickost vSeobecne neplati a sama na seba moéze byt kolma aj involtcia,
preto oznacenie kvézikolmost.

Veta 6.10 Pocet usporiadangcy dvojic (g,h), kde g je posunutie v grupe pmgs(a,b) a h je lubovolny
prvok z pmgs(a,b), ktory je na g kolmy, je

a) 4a®b? + 4ab? + 4a®b + 8ab, ak oba parametre si pdrne,
b) 4a%b? + 4ab® + 4a®b + 4ab, ak a alebo b je nepdrne.

Doékaz: Z obrazku vidiet, ze g moze byt len tvaru (P?)™(P~1Q)", kde 0 < m < 2a a0 <n < b.
Vezmime h Tubovolné. Kedze pmgs(a,b) = (R).pga(b,a), potom h = R (P?)*(P~1Q)’ P!, kde
0<i<20<k<2a0<j<ba0<l<2 Akjeh na g kolmé, musi podla definicie platit
hgh™! = g71, ¢ize:

Ri(PQ)k(P—lQ)jPl(PQ)m(P—lQ)nP—l(P—lQ)—j(PQ)—kRi — Ri(PQ)m(P—lQ)j—‘r(—l)ln—jR’L
tu sme vyuzili, 7e (P2)* patri v grupe pga(b, a) do centra a ze PL(P~1Q)"P~! = (P~1Q)(-1'n,

_ (PQ)(fl)im(Ple)(fl)ln

V poslednej rovnosti sme vyuzili, 7e RPR = P~' a RQR = Q™ ', teda RP"'!QR = PQ~!' = P71Q,
¢ize prvky R a P~'(Q spolu komutuji.

Prvok (P2)(=D'm(p=1Q)(~D'" g4 musi potom rovnat (P1Q)~ ”( Z)-m (PQ)“_’”( “1Q)—(1).

Nech je prvok h taky, ze | = 1, potom plati (P2)(=D'm(P=1Q)(=D'n = (p2)e=(=D'm(p-1Q)b=n(2),
Aby sa prvky (1) a (2) rovnali, musia platit kongruencie a — (— 1)’m =a—m (mod 2a) ab—n=b—n
(mod b). Je zrejmé, 7e druhé z nich plati pre kazdt z hodnot n. Nech ¢ = 0, potom prva z kongruencii
plati pre kazdé m a potom pre (i,1) = (0,1) je dvojic (g,h) spolu 2a.b.2a.b = 4a?b?. Nech i = 1,
potom druha kongruencia plati len pre m = 0 alebo m = a, potom bude pre (i,1) = (1,1) dokopy
2.b.2a.b = 4ab® dvojic (g, h).

Nech [ = 0, potom plati (P?)(=D'"(P~1Q)* = (P?)*~™(P~'Q)*~", potom musia platit kon-
gruencie (—1)'m = a —m (mod 2a) a n = b —n (mod b). Nech i = 1, potom musi platif a = 0
(mod 2a), ¢o plati len pre a = 0, ¢o by ale znamenalo, %e rad grupy pmg2(0,b) je 0, potom ale
neobsahuje ani neutrélny prvok a grupou nie je. Potom bude mat tato kongruencia rieSenie len pre
n = 0, potom (P?)a~™(P~1Q)b~" = (P?)=™ = (P?)~™, ¢o ma riefenie pre kazdé m a v tomto
pripade pre (i,1) = (1,0) bude dvojic zodpovedajtcich poziadavkam vety 4a®b. Nech i = 0, potom
2m —a =0 (mod 2a) a 2n —b =0 (mod b). Nech n = 0, potom musi platit (P?)™ = (P?)~™, teda
m = 0 alebo m = a, potom je v tomto pripade 4ab dvojic (g, h). Ak n # 0, potom musi platit m = §
alebo m = 32“ an= f. V pripade, Ze a alebo b je neparne, potom v tomto pripade nebude existovat
ani jedna taka dvopca (g, h), aby spliiala predpoklady vety. Nech a je parne aj b je parne, potom pre
vyber m,n méame 2 moZnosti a pre vyber k,j je 2ab moZnosti, ¢ize pre (i,1) = (0,0) je dvojic (g, h)
4ab.

Potom pre a parne a b parne je pocet pozadovanych dvojic 4a2b? + 4ab? + 4a®b + 8ab, pre a alebo
b nepéarne 4a2b? + 4ab® + 4a?b + 4ab.
¢btd

Teraz uz mozeme sformulovat vetu o izomorfizmoch.
Veta 6.11 Grupy pmgs(a,b) a pmga(a’,b’) si izomorfné prive vtedy, ak (a,b) = (a’,V’).

Dokaz: Dokazat tito vetu zprava dol'ava je trividlne, jedné sa o rovnaké grupy. Nech teda pmgs(a,b)
a pmgo(a’,b') st izomorfné. Dokizeme, Ze musi platif a = a’ a b ="b'.

Nech a aj b st neparne, potom musia byt neparne aj a’ a b'. Z rovnosti radov grap pmgsa(a,b) a
pmga(a’,b') vieme, Ze ab = a’b/(1) a dosadenim (1) do rovnosti po¢tu involicii dostavame a = a’.
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Necha+b=1 (mod 2) ad’+b =1 (mod 2), potom z rovnosti po¢tu involucii dostavame a = a’
a potom b = b’. Podobne aj pre a,b,a’, b’ parne.

Nech a + b =1 (mod 2) a @’ a b st parne. Potom musi platit a = o/ + 1. V oboch grupach
musi existovat rovnaky pocet dvojic (g, h) vyhovujicich predchadzajticej vete. Potom 4a2b? + 4ab? +
4a%b+ 4ab = 4a’*V* + 4a'b"* + 40’V + 8a’V'. Vyuzijic rovnost ab = a'b’ a po jednoduchych tpravach
b+a=10+d+1. Ak vyuZijeme a = ¢’ + 1, potom b = ¥, ale potom ab = (a/ + 1)V’ > o'V, ¢o je
spor s predpokladom izomorfnosti grap.
¢btd

6.5 Strukturalne vlastnosti grupy pggi(a,b)

Grupa pggi (a, b) rovnako ako predchadzajuce dve grupy obsahuje ako svoju podgrupu pg. Jej prezen-
tacia je dana nasledujicim predpisom:

pgg1(a,b) := (P,Q,T|P* = Q*, TPT~' = Q™" T = P** = (P7'Q)* = 1). (29)
Obrézok (17) nam hovori, ako si tito grupu mozeme geometricky predstavit.
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Obrézok 17: Grupa pggi (a,b)

Vsimnime si jej podgrupu H := <P,Q|P2 =Q?% P = (P1Q) = 1>. Toto je ale prezentécia
grupy pgi(b,a). Po vyuziti velkosti grap dostdvame, 7e H mé index 2 a teda je to normélna pod-
grupa. Grupu pggi(a,b) mozeme teda vyjadrit nasledovne pggs(a,b) = (T) .pg1(b,a). Na zaklade
predchéadzajucich riadkov vieme sformulovat nasledujtcu vetu.

Veta 6.12 Kazdy prvok grupy pggi(a,b) danej prezenticiou (29) md jednoznaény tvar
T'(P*)F(PT'Q)Y P, (30)
kde 0<i<2,0<k<a,0<j<bal<I<2.

Dokaz: Kedze sme si na zaiatku tejto podkapitoly ukazali, Ze pggi(a,b) = (T) .pg1(b, a), potom
kazdy jej prvok je tvaru T%g, kde g € pg1(b,a). Z prezentécie (29) vyplyva, e rad prvku T deli &islo 2,
teda, i € {0,1}. Vo vete 5.7 sme si dokazali, ze kazdy prvok grupy pg: (b, a) je tvaru (P?)*(P~1Q)I P!,
kde 0 <k <a,0<j<ba0<!<2 Potom kazdy prvok grupy pggi(a,b) vieme upravit do tvaru
(30), tychto kombinécii je ale 4ab, ¢o je velkost grupy pgg: (a, b) a teda prvok je tvarom (30) jednoznace
urceny.

¢btd

Na urcenie izomorfnosti dvoch grip z rodiny pgg ndm poslazia taktiez pocty involucii.
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Veta 6.13 Pocet involicii v grupe pgg:(a,b) je
a) 3+ ab, ak a aj b si pdrne,
b) 1+ a(b+1), ak a je pdrne a b nepdrne,
¢) b+ 1+ ab, ak a je nepdrne a b pdrne a
d) b+a(b+1), ak a aj b si nepdrne.

Doékaz: Ked7e sme si ukézali, 7e grupa pg; (b, a) je podgrupou pggi (a,b) indexu 2, bude sa pocet in-
volucii v grupe pgg: (a, b) rovnat poc¢tu involacii v pg; (b, a) plus pocet involacii v mnozine T.pg; (b, a).

V pripade a) st v grupe pg; (b,a) podla vety 5.9 3 involacie, v pripade b) je 1 involacia, v ¢) ich
je b+ 1 a v pripade d) je pocet involucii b.

Teraz pocitajme, kolko je involacii v mnozine T.pg; (b, a). Kazdy prvok tejto mnoziny je
T(P2)k(P71Q) P, kde 0 <k <a,0<j<ba0<I<2 Ukizeme si, pre ktort trojicu (k, j,1) bude
prvok involdciou.

TP (P1Q) PT(P)*(P-1Q) P! = (TPT)**T(P~'Q) P/ (T PT)*T(P~ Q) P!
= Q*T(PTIQ) P'Q*T(PT'Q) P!

Vyuzili sme, ze TP! = TP'TT = TPTTPT..TPTT = (TPT)'T = Q~°T.

= P 2TP2kTT(PTQ) P'T(P7Q) P!
=T(P'QYTQ™ (P 'Q) P!

Tu sme vyuzili, Ze Q? = P? a 7e prvok P2 patri do centra grupy pg:, dalej sme vyuzili, ze TP'T =
Q7% teda P'T =TQ ™.

(Qp—l)j(P—lQ)(—l)l(j-H)
— (p*lQ)(*l)l(jJrl)fj

Znovu vyuzivame, ze TP'T = Q7% a TQ'T = P~7 a dalej Q7' (P7'Q)’P! = Q Y(PQ~')/P! =
(P1Q)-D'(G+D),

Z vety 6.12 d'alej vieme, Ze prvok je urCeny predpisom (15) jednoznacne. Z toho vyplyva, ze ak
mé platit (P~1Q)(-D'G+0=3 =1, musi (—1)!(j + 1) — j = 0 (mod b). Nech I = 0, potom ma platif
kongruencia j — 7 = 0 (mod b), to plati pre kazdé j a k, preto pre [ = 0 bude v mnozine T.pg; (b, a)
ab involucii. Nech [ = 1, potom —2j — 1 = 0 (mod b), ¢ize 2§ = —1 (mod b). Vzhladom na to, 7e
j je minimélne 0 a maximalne b — 1, mozu nastat len pripady 25 + 1 = 0(1) alebo 25 + 1 = b(2).
Rovnica (1) nem4 rieSenie pre Ziadne prirodzené j a z (2) dostavame j = 251, ¢o ma riegenie len v
pripade, Ze b je neparne.

Ak to zhrnieme, tak v mnozine T.pg; (b, a) je v pripade, Ze b je parne spolu ab involtcii a v pripade,
ked b je nepéarne je dokopy ab + a involacii. Spolu s involaciami z podgrupy pgi (b, a) je to pocet,
ktory sme mali dokazat.
¢btd

Aby sme vedeli dokazat vetu o izomorfizmoch grip pggi(a,b) a pgg:(a’,b’), dokazeme si, kolko je
prvkov kolmych na posunutie v grupe pggi(a,b) a kolko je takych dvojic.

Veta 6.14 Pocet usporiadangch dvojic (g, h), kde g je posunutie v pggi(a,b) a h je lubovolny prvok
z pggi(a, b) kolmy na g je

a) 4ab + 2ab? + a?b? + 2a%b, ak oba parametre si pdrne,

b) 2ab+ 2ab? + a®b? + a?b, ak a je pdrne a b nepdrne,
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¢) 2ab+ ab® + a?b? + 2a?b, ak a je nepdrne a b pdrne a
d) ab+ ab® + a®b? + a®b, ak oba prametre si nepdrne.

Dokaz: Kazdé posuntie v grupe pggi (a,b) je tvaru (P2)™(P~1Q)", kde 0 <m <a a0 <n <b (to,
7e skuto¢ne nemoze nastat ind moznost posunutia z grupy pggi (a, b) vidiet z obrézka (17)). Nech je
prvok A tvaru T'(P?)F(P7'Q) P!, kde 0 <i < 2,0 <k < a,0<j <b,0<1<2. Aby bol prvok h
na ¢ kolmy, potom podla definicie 6.1 musi platit hgh~' = ¢!, potom prvok hgh~! je rovny:

TP (P Q) PP (PAQ) PP Q) (PRI = TP (PTIQY P (P Q) PP Q) T
v tomto bode sme vyuzili, ze v podgrupe pgi (b, a) patri prvok (P2?)¥ do centra
_ Ti(P2)m(P71Q)j+(71)ln7jTi
tu sme vyuzili, ze P{(P~1Q)"P~! = (P~1Q)(-1'n,
— (PQ)(—l)im(P—lQ)(—l)Hin
V poslednom bode sme vyuzili, ze P~'QT = TQP~' = T(P~'Q)~", potom
(PIQ)"T" = T*(P~1'Q)"Y'™ a podobne T%(P?)™T* = (T PT")?™ = p=1"2m,
Dostali sme, Ze ak st prvky h a posunutie (P?)™(P~1Q)" na seba kolmé, bude platit

(P2)(=1'm(p=1Q)(=D""'n — (p2)=m(P=1Q)=". 7 vety 6.12 vieme, %e kazdy prvok je danym tvarom
vyjadreny jednozanéne a teda plati (—1)'m = —m (mod a)(1) a (—=1)"*in = —n (mod b)(2). Nech

h € pgi(b,a), potom i = 0. Kongruencie sa ndm zjednodusia na tvar m = —m (mod a) a (—1)'n =
—n (mod b). Prva z kongruenci je rieSitelna len pre m = 0 alebo m = §. V druhej pre I = 0 musi
platit n = 0 alebo n = g. Pre | = 0 mame teda pocet dvojic h,g pre a aj b parne 4ab, kedze

kongruencie platia pre Iubovolné k a j, pre a + b =1 (mod 2) je to 2ab parov a pre oba parametre
neparne je parov v tomto pripade ab.

Nech I = 1, potom podobne ako v predchddzajicom pripade musi platit m = 0 alebo m = § a
druhé kongruencia bude vyzerat —n = —n (mod b). Teda, n moézeme vyberat l'ubovolné (a rovnako
aj k a j), potom je pre a parne v tomto pripade 2ab? pérov a pre a nepérne ab.

Nech je teraz i = 1, potom h € T.pg; (b, a). Kongruencia (1) nadobudne tvar —m = —m (mod a)
a (2) bude —(—1)'n = —n (mod b). Podobnymi tivahami ako v predchadzajicom pripade by sme
dospeli ku zéveru, Ze pre [ = 0 bude vyhovujicich parov a?b? a pre [ = 1 bude pre b parne 2a%b a pre
b neparne ab parov.

&btd

Teraz uz mozeme sformulovat vetu o izomorfizmoch.

Veta 6.15 Grupy pggi(a,b) a pggi(a’,b') si izomorfné prive vtedy, ked (a,b) = (a’,b") alebo (a,b) =
', d).

Dokaz:
(»<7)
Ak (a,b) = (a/, V'), potom sa jedné o totozné grupy.
Nech (a,b) = (b, a’), potom vezmime zobrazenie:
p:Pr— P77
o:Tvr— P p
0:Q+— P TP
Aby sme overili, Ze je to homomorfizmus, musime dokazat rovnost ¢(T)o(P)p(T) = ¢(Q~ 1) =
@(TPT) a ze neutralne prvky sa zobrazia na neutralne.
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_ pt— Y oY pr=Ygvpr _ pt=1 it pr=1pr pr
e(T)p(P)p(T) =P "T'P P1 TP "T'P =P Tz’ P TP
-2 —1 2\ — _ _
= PP = (PP = p(@) 7 = p(Q) = p(TPT).

o(1) = p(T?) = p(T)? =P 'T'P'P'T'P =1
= o(P’Q7) = (Pp(Q) > = P 'T'P' ' TP T PP TP = PTIQP TRQP =
=P 'QQ QP =1
= o(P*) = (P> =P TP T = (PT'Q) = (P TIQ)Y =1
—_—
2a- krat

= G(P1Q)") = (p(P)'p(@) = (T'P'P TP = P =1,

Teraz dokdZeme, Ze je to surjektivne zobrazenie. VzIadom na to, Ze do grupy Im(y) patria
prvky T'P'P' " TP’ = P!, P'P'~'T" = T’ a potom aj T'P'~'T' = @', potom Im(p) je cela grupa
pggi1(a’,b’) a zobrazenie ¢ je izomorfizmus.

(»=")

Teraz ukaZzeme, 7e ak st pgg; (a, b) a pggr (a’, ") izomorfné, potom (a, b) = (a’, ') alebo (a,b) = (V',a’).
Dokazeme to sporom. Nech existuju také dvojice parametrov (a,b) # (a/,V') a (a,b) # (¥, d’), pre
ktoré budua pggi(a,b) a pgg:(a’,b') izomorfné.

I. Nech a aj b st nepérne, potom je pocet involucii v grupe pggi (a, b) rovny éislu b+ab+a. Kedze
vyuZzitim rovnosti radov grup dostdvame rovnost ab = a’b/(1), musia byt aj a’ a b’ nepéarne,
teda v grupe pggi(a’,b’) je b/ + a’b’" + V' involacii. Pocty involicii sa musia rovnat, dostavame
rovnicu a + b = a’ + b’. Téato rovnica bola v tomto texte uz viackrat rieSend a musi platit
(a,b) = (a', V') alebo (a,b) = (V/,d’).

II. Nech a je parne a b neparne. V grupe pggi(a,b) je potom 1+ ab + a involucii. KedZze 2|ab,
potom musi byt aspoi jeden z parametrov o', b’ parny.

a) Nech o’ je parne a b’ neparne, potom je v grupe pggi(a’,b’) 1+ a’b’ + @’ involicii. Po
vyuziti rovnosti (1) a rovnosti po¢tu involicii dostavame a = a’ a teda aj b=1b'.

b) Nech d’ je neparne a b’ je parne. V grupe pggi(a’,b’) je potom a'b’ + b’ + 1 involucii. Z
tohoa="b ab=d.

c) Nech su parne aj o/, aj b’. Pocet involucii v grupe pgg; (a’,b’) je 3 + a’b’. Potom musi
platit rovnost 2 = a. Ale kedZe b je nepéarne, potom Stvorka nedeli stucin ab, ale o'’ deli,
¢o je spor.

ITI. Nech je a neparne a b parne. V tomto pripade je v grupe pgg: (a,b) dokopy ab+ b+ 1 involucii.

d) Nech je a’ parne a b’ neparne. Potom sa jedna o obrateny izomorfimus pripadu I1.b).
e) Nech @’ je neparne a b’ parne. Potom vyuzitim rovnosti po¢tu involicii a (1) plati b =¥'.

f) Nech su oba parametre grupy pgg;(a’,b’) parne. Dostavame rovnost b = 2. Analogicky
ako v pripade I!.c) dokazeme, ze takyto pripad nastat nemoze.

IV. Nech st a aj b parne. V grupe pggi(a,b) bude potom 3 + ab involucii.

g) Nech o’ +¥ =1 (mod 2), potom sme v pripadoch I1.c) a I11.f) dokazali, Ze takéto grupy
izomorfné byt nemoézu.
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h) Nech a' aj b st parne. V oboch grupach (pggi(a,b) a pggi(a’,b’)) je rovnaky pocet
involtcii. V grupe pggi(a,b) bude podla vety 7.13 parov vyhovujtcich vete 4ab + 2ab? +
a®b? + 2ab?, rovnaky pocet musi byt aj v grupe pgg;(a’,b'). Vyuzijic rovnost ab = a'b’ a
po jednoduchych upravach, dostdvame rovnicu tvaru a + b = o’ + ¥/, ktortt sme v tomto
texte uz viackrat pocitali a jej vysledok je a = a’ alebo b=1V'.

¢btd

6.6 Strukturalne vlastnosti grupy pggs(a,b)
Aj grupa pgga(a, b) bude vychadzat z grupy pg. Ur€end je prezentaciou:
pgga(a,b) == (P,Q,T|P* = Q*, TPT~' = Q=" T? = P**(P7'Q)" = P* = 1). (31)

Grupa pgga(a, b) je zndzornena na obrazku (18). Vidime na hom, Ze z geometrického hladiska sa v tej-
to grupe nachadzaji posunutia, rotacie o 7 radidnov a vertikalne i horizontalne posunuté zrkadlenia.

Obrézok 18: Grupa pggs(a,b)

V pripade grupy pgg2(a,b) budeme postupovat inak ako v predchadzajtcich pripadoch. Najprv
si dokazeme niekol'ko vieobecnych viet o podgrupach.

Veta 6.16 Nech si grupy G a G’ izomorfné a nech o je izomorfizmom medzi tymito dvoma grupami.
Potom plati:

a) N <G prdve vtedy, ked o(N) <G’
b) H je cyklickou podgrupou grupy G prdve vtedy, ked o(H) je cyklickou podgrupou grupy G’,

¢) prvky g a h patriace do G spolu komutuji prdave vtedy, ked spolu komutuji proky o(g) a p(h) v
grupe G'.

Dokaz:

a) Nech je N <G, potom ukazeme, Ze je aj ¢(N) < G’'. KedZe je ¢ izomorfizmom, potom plati
©(N) = o(gNg™') = ©(9)p(N)p(g)~!, kde g je Tubovolny prvok grupy G. Zobrazenie ¢ je
surjektivne, potom plati ¢(N) = he(N)h~!, kde h je lubovolny prvok z G’. Druhym smerom

sa to dokaze analogicky, ako izomorfizmus vezmeme !

b) Nech je podgrupa H cyklickou podgrupou grupy G generovanou prvkom h, potom kedZze je
¢ izomorfizmom, potom plati p(h™) = ¢(h)"™, o znamend, %e obraz podgrupy H je znovu
cyklicky, generovany prvkom ¢(h). Opéat ako v predoslom pripade, na dokaz opacnej implikacie
pouzijeme zobrazenie ™! a postupujeme analogicky.
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c) Nech g a h komutuju, potom plati ¢(g)e(h) = w(gh) = ¢(hg) = ¢(h)p(g), teda komutuju
aj ich obrazy. Nech spolu komutuju prvky ¢(g) a ¢(h) patriace do grupy G’, potom plati
o(gh) = p(g)p(h) = p(h)e(g) = p(hg). KedZe je ¢ izomorfizmom, potom je to injektivne
zobrazenie a plati gh = hg, teda aj vzory komutujicich prvkov spolu komutuja.

¢btd

Ak uplatnime prvé dve z predoslych tvrdeni, dostdvame, ze N je cyklickd normélna podgrupa
grupy G prave vtedy, ked ¢(N) je cyklickd norméalna podgrupa grupy G’.
Najprv musime néjst rad prvku P grupy pgga(a,b).

Veta 6.17 Rdd prvku P v grupe pggs(a,b) je 4a.

Dokaz: Z obrazka (18) vidime, Ze pre mensiu mocninu ako 4a nedostaneme identické zobrazenie, z
prezentacie (31) ale vidime, Ze nam sta¢i mocnina 4a.
¢btd

Dosledok 6.2 I. Rdd prvku P~1Q v grupe pggs(a,b) je 2b.
II. Rdd prvku PT v grupe pgg=(a,b) je 4b.
Taktiez budeme potrebovat poznat Strukttru podgrupy translacii grupy pggs(a, b).

Veta 6.18 Podgrupa translicii grupy pggs(a,b) je radu 2ab a v pripade, Ze gcd(a,b) = 1, bude tdto
podgrupa cyklickd a normdlna.

Dokaz: Z obrazka (18) vidime, Ze skuto¢ne sa v grupe pgga(a,b) nachadza prave 2ab posunuti.
Podgrupa translacii je abelovska a podla vety 4.1 je izomorfna su¢inu cyklickych podgriap. Musime
najst jej exponent. Tym je ¢islo:

ab

2 —19)) — _ _
lem(Order(P?), Order(P~Q)) = lem(2a,2b) = 2lem(a,b) = chd(mb)'

Vidime, Z%e ak gcd(a,b) = 1, bude exponentom &islo 2ab a kedZe je rad podgrupy translacii rovny
tomuto ¢islu, bude dana grupa cyklické.

UkéZzeme, Ze potom je to normélna podgrupa grupy pggs(a,b). Konjugaciou posunutia posunutim,
rotaciou o 7 radidnov a posunutym zrkadlenim dostaneme ale opif posunutie, teda gHg™' = H, ¢o
znamendi, ze podgrupa translacii je normalna podgrupa.
¢btd

Pri tejto grupe budeme pracovat najmé s cyklickymi podgrupami grupy pggs(a,b). Taktiez s
prvkami, ktoré komutuji s posunutymi zrkadleniami.

Veta 6.19 V grupe pgga(a,b) plati:
a) ak prvok g z grupy pggs(a,b) komutuje s prokom P, potom patri do (P),
b) ak b # 1, potom podgrupa (P) nie je normdlna,
c) ak prvok g z grupy pggs(a,b) komutuje s prvokm PT, potom patri do (PT),
d) ak a # 1, potom podgrupa (PT) nie je normdlna.

Dokaz: Ukazeme pripad a), potom c¢) sa dokaZe analogicky. Nech g komutuje s posunutym zrkadlenim
P.

Z vety 2.2, ak prvok h fixuje mnozinu A, potom prvok ghg~! fixuje mnozinu gA. V naSom
pripade je prvkom h posunuté zrkadlenie P, ktoré fixuje os reflexie. Ak nejaky prvok g komutuje so
zobrazenim P, potom bude zobrazenie gPg~! fixovaf os reflexie P.
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Nech je prvok g posunutim, potom zrejme kazdé z posunuti je tvaru (P?)¥(P~1Q)7. Konjugécia
posunutého zrkadlenia P posunutim (P?)¥(P~1Q)? bude zachovavat priamku (P?)k(P~1Q)7.R, kde
R je os reflexie prvku P. Potom je zrejmé, ze (P~1Q)’ bude v grupe pggs(a,b) neutrdlnym prvkom
alebo mocninou posunutia P?. Teda j = 0 alebo j = b a pre kazdé [ bude (P?)! € (P).

Nech je prvok g rotaciou o 7 radidnov. Konjugiciou takouto rotaciou ale dostaneme posunuté
zrkadlenie, ktoré posiva opaénym smerom ako P. Aby sa tieto posunutia rovnali, musi platit P? = 1,
¢o je ale spor s vetou 6.17.

Nech je prvkom ¢ rovnobezné posunuté zrkadlenie s P, potom prvok gPg~! fixuje priamku, ktora
je od R posunuté o (P~1g)~2, potom ale toto posunutie musi byt jednotkou. Prvok (P~1g)~2 je ale
zrejme mocninoou P~1Q, potom P~lg = (P71Q)” = P2 alebo P~'g = 1, ¢o v oboch pripadoch
znamend, ze g je od P vzdialené len o mocninu P.

Nech je prvkom g kolmé posunuté zrkadlenie na P. Konjugacia posunutého zrkadlenia P prvkom
g ale postva o rovnaku velkost ale opaénym smerom ako P, kedze predpokladame, ze gPg~! = P,
potom sa posunutia musia rovnat, potom plati P2 = 1, ¢o je spor s radom prvku P.

Ukézeme bod b) a d) sa dokdZze analogicky. Konjugujme posunuté zrkadlenie P posunutim
(P71Q)~! = Q7' P, dostavame, Ze takéto zobrazenie fixuje mnozinu R len v pripade, ze (P~1Q)~*
je mocninou prvku P. To nastava vtedy, ked b = 1.
¢btd

Pomocou zobrazeni dokdZzeme aj nasledujticu vetu.

Veta 6.20 Nech si grupy pggs(a,b) a pgge(a’,b') izomorfné, potom obrazom posunutého zrkadlenia
P must byt znovu posunuté zrkadlenie. Podobne obrazom posunutého zrkadlenia PT musi byt tieZ
posunuté zrkadlenie. Pricom, ak b 1, potom obrazy P a PT maji kolmé osi reflexie.

Dokaz: UkaZeme, Ze obrazom posunutého zrkadlenia P musi byt posunuté zrkadlenie. Kedze rad
rotacie je 2, potom zrejme ziadna rotacia o 7 radianov nebude obrazom posunutého zrkadlenia, ktoré
mé rad minimalne 4. Nech sa teda zobrazi do posunutia. S posunutym zrkadlenim P komutuje ale
prave 4a prvkov a s posunutim minimélne 2a’d’ = 2ab, ¢o pre b > 2 bude viac ako 4a.

Nech je teda b = 2. Potom podgrupa translacii v grupe pggs(a’,b’) ma velkost 2a’t’ = 4a. Kedze
je P radu 4a, musi existovat posunutie, ktoré je radu 4a, potom je ale podgrupa translécii cyklicka
a podla vety 6.18 je aj normalna. Podgrupa (P) podla vety 6.19 cyklicka nie je, €o je spor s vetou
6.16, podla ktorej ak je obrazom podgrupy H normalna podgrupa, musi byt aj H norméalna. Potom
sa musi posunuté zrkadlenie P zobrazit na posunuté zrkadlenie v grupe pggs(a’, ).

Nech je b = 1, potom zrejme ma kazdé posunutie v grupe pggs(a’,b’) rad nanajvys 2a’b’ = 2ab =
2a < 4a, ¢o je spor s predpokladom, ze P sa zobrazi na posunutie.

Analogicky by sme ukézali, Ze aj obrazom posunutého zrkadlenia PT je posunuté zrkadlenie v
grupe pgga(a’,b').

Teraz ukadzeme, ze obrazy posunutych zrkadleni P a PT st kolmé. Dokazeme to sporom. 7
vety 6.16 ale vieme, Ze obrazy prvkov g a h spolu komutujt prave vtedy, ked komutujia aj samotné
prvky g a h. V pripade, 7ze sa P a PT zobrazia na rovnobeZzné posunuté zrkadlenia, bude platit
o(PT)%*p(P) = p(P)p(PT)?, teda prvok PTPT = P~'Q musi podla vety 6.19 patrit do podgrupy
(P), to je mozné ale len v pripade, Ze b = 1.
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Vdaka predchadzajicim vetam mozeme sformulovat nasledujicu vetu.

Veta 6.21 Grupy pggs(a,b) a pggs(a’,b') si izomorfné prive vtedy, ked (a,b) = (a’,b’) alebo (a,b) =
', d).

Dokaz:

(»<=")

Nech (a,b) = (', b), to Ze st grupy pgga(a,b) a pgga(a’,b’) izomorfné je zrejmé, kedze sa jedna o
rovnaké grupy.
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Nech (a,b) = (b',d’), potom vezmime predpis:

p:Pr— P

o:T+— P 'T'P

0:Q— P TP
Najprv musime ukazat, Ze sa jedna o zobrazenie. Znamenéa to ukazat, Ze plati rovnost
P(T)p(P)p(T)p(Q) = ¢(P)*¢(Q) 72 = ¢(T)? = p(P)**(¢(P)'¢(Q))" = p(P)** = 1(1)

1= (TPTQ) = o(T)p(P)p(T)p(Q) = P/ 'T'P' P 'T'P ' T'P' P T P? =1
QO(P2Q72) _ SO(P)QSD(Q)72 _ PlflT/PlflT/P/*QT/P/P/*QT/P/ _ P/*IQ/ P/*2 Q/P/ -1
:Q/—Z

(T?) = o(T)? = P 'T'"P' P 'T'P =1

(P**(P7'Q)") = o(P)**(p(P)'p(Q))" = (P'~'T')*(T'P'P' ' T'P"*)" =
_ (PlflTlplflT/)aP/Qb _ (Plle/)b’Pﬂa’ -1

_ L)0(134(1) _ s0(]3)4(1 _ (P/—lT/Pl—lT/)2a _ (P/—lQ/)Qa -1

KedZe sme rovnosti (1) dokazali, bude ¢ homomorfizmom. UkaZeme, Ze sa jedna o izomorfizmus.
Do grupy Im(y) patri prvok P77 atiez P T’ P', potom tam patri aj ich saéin, teda prvok P’
a kedZe je to grupa, potom aj jeho inverz, teda P’. Potom tam patri ale aj prvok T’ a teda aj
T'P'T = Q' ~'. Kedze do podgrupy I m(yp) patria vietky generujice prvky grupy pgg=(a’,b’), bude
zobrazenie surjektivne a z rovnosti velkosti grup (kedZe ab = a’b’) vyplyva, Ze sa jedna o bijektivne
zobrazenie, ¢ize izomorfizmus.

(»=")

Nech st grupy pggs(a,b) a pgga(a’,b’) izomorfné. Dokazeme, Ze musi platit (a,b) = (a’,b’) alebo
(a,b) = (V/,a'). Podla vety 6.20 sa musi posunuté zrkadlenie zobrazif do posunutého zrkadlenia.
Potom v grupe pgga(a,b) existuje posunuté zrkadlenie radu 4a a 4b. Teda, ak ala’, potom b|b’ alebo
ak alb/, potom b|a’, ¢o vyplyva z toho, Ze pre b # 1 obrazy posunutych zrkadleni P a PT musia mat
kolmé osi reflexie. Kedze ab = a’t/, potom (a,b) = (a’,b’) alebo (a,b) = (b',a’). Nech b = 1, potom
a = a'tl akedze a|a’ alebo alb/, potom a = a’ alebo a =’ a zéroven b’ = 1 alebo ' = 1.

¢btd
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Zaver

Tato praca mala za ulohu zistit, kedy st niektoré z kvocientov tapetovych grip izomorfné. Zaober-
ali sme sa grupami pl(a,b;c),p2(a,b;c),pmi(a,b), pma(b, ), pg1(a,b), pga(a,b),cm(a,b), cma(a, b),
pmmy(a,b), pmma(a,b), pmgi(a,b), pmga(a,b), pggi(a,b) apgga(a,b). Samozrejme, dalo by sa pokraco-
vat a najst izomorfizmy v8etkych z kvocientov, no nam sa to pre nedostatok ¢asu nepodarilo. Tak
napriklad sa domnievame, ze grupy p4(a,b) a p4(a’,b’) budia izomorfné jedine vtedy, ked sa budu ich
parametre rovnat alebo bude platit (a,b) = (b, a’).

Podobne by sme mohli ist dalej a skimat izomorfizmy medzi jednotlivymi kvocientami. Niektoré
sme pri nagej praci nasli, napriklad:

Veta 6.22 Grupy pl(a,b;c) a p2(a’,V';c') si izomorfné prive vtedy, ked ab =2 a o’ = b =1 alebo
a=b=2ac=2k adl =2.

Dokaz: Ak ab = 2, potom grupa pl(a,b;c) je izomorfna grupe Zs. Grupa p2(1,1;¢') je izomorfna
grupe Zs, teda obe s izomorfné rovnakej grupe.

Ak ged(a,b,c) =2 a a =b =2, potom je grupa pl(a,b;c) = Zs X Zs. Grupa p2(a’,b’; ') je dana
ako (T) .pl(a’,V'; ). V tomto pripade ale pl(a’,b’; ') & Zy, potom p2(a’,b'; ') = Zy X Zs.

Nech su grupy pl(a,b;c) a p2(a’,b’; ) izomorfné. V stati o Strukturalnych vlastnostiach grupy
p2(a’,b'; ') sme si ukazali, 7e kazdy prvok patriaci do mnoziny T.pl(a’,b';c’) je radu 2, takychto
prvkov je a'b’. 'V grupe pl(a,b;c) st maximalne 3 involucie (2 involucie grupa pl(a,b;c) nikdy
nemd). V p2(a’,b’; ) sa nachadza na zaklade predchédzajiceho minimélne o'’ involacii. Potom
a =V =1 alebo d'b +1 = 3 alebo 't/ = 3. Pripad, ked o't/ = 1 a a’l/ = 2 sme si ukézali v
predoslych riadkoch. Nech a'd’ = 3. Potom ale ab = 6, ¢o sa neda nikdy rozlozit na su¢in dvoch
parnych ¢isel a v tomto pripade méa grupa pl(a, b; ¢) len 1 involaciu, potom v takomto pripade nie st
pl(a,b;c) a p2(a’,b’; ¢') nikdy izomorfné.

&btd

Existuju taktiez dalsie grupy, ktoré su pre niektoré parametre abelovské. Potom su podla vety
4.1 izomorfné sucinu cyklickych grap. To, ¢ st potom izomorfné s grupou pl(a’,b’; ') sa uz takmer
vo v8etkych pripadoch dokize pomocou vety 4.8.

Veta 6.23 Grupy pl(a,b;c) a pmq(a’,b') si izomorfné jedine vtedy, ked ab = 2a’t/
e a’ =1 a zdroveni ged(a,b, c) = ged(2,V) alebo
e a/ =2 a zdroveri ged(a,b,c) =2 a ged(2,b') = 1.

Dokaz: V pripade, ze b’ > 3, potom grupa pm;(a,b) obsahuje ako svoju podgrupu Dagy, ktord ma
triviadlne centrum a teda grupa pm;(a,b) nebude abelovska.
Nech o/ = 1, potom je grupa pmy(a’,b’) = Zy x Zy. Grupa pl(a,b;c) je izomorfnd grupe

Zged(abye) X Z__av___. Grupy Zy X Zz a Zged(ap,e) X £__av___ s podla vety 4.8 izomorfné préave
2 ged(a,b,e) " ged(a,b,e)

vtedy, ked 20’ = 2a’b' = ab. Dalej musi platit gcd(2,b') = ged(ged(a, b, ¢), W) = ged(a, b, c).
Nech o' = 2, potom pm;(2,b") & Zy x Zyx Zy. V pripade, Ze b’ je parne, by tato grupa potrebovala

az tri generatory, no pl(a,b;c) ma len 2, potom musi platit ged(d',2) = 1 a pmy(2,V) = Zoy X Zs.

Znovu pouzijeme vetu 4.8, podla ktorej ak s Zay X Za a Zgeq(a,p,c) ¥ chd&b,bﬁc) izomorfné, musi platit

4 = 24’ = ab a ged(2V',2) = 2 = ged(a, b; ¢).

¢btd

Podobne by sme nasli izomorfizmus aj medzi grupami pms(1,0) a pl(a’,b’; ), ktoré si izomorfné
prave vtedy, ked 4b = a'b" a ged(a’, V', ') = 2.
Dalgim prikladom grupy izomorfnej pl(a,b;c) je pg1(1,b'), resp. pgi(2,V').

Veta 6.24 1. Grupa pgi(1,b) je izomorfnd grupe pl(a’,b’;c') prdve vtedy, ak ged(a’,V/',c') =1 a
zdroven 2b = a'b’.
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2. Grupa pg1(2,b) je izomorfnd grupe pl(a’,b’;c") prave vtedy, ak ged(a’,b',c) = 2 a zdroven
4b=ad't'.

Dokaz: Dokazme bod 1.). Vo vete o centre grupy pgi(1,b) sme dospeli k vysledku, ze P = @, a teda
je grupa cyklicka. Jej velkost je 2b a generatorom je prvok P. Ak ged(a’,V', ") = 1, potom je grupa
pl(a’,V'; ") podla vety 4.6 izomorfna cyklickej grupe s radom a’d’. Dve cyklické grupy st izomorfné
prave vtedy, ked sa ich rddy rovnaji, potom 2b = a’b’. Dokazme to opaénym smerom, potom su ale
obe grupy pg1(1,b) a pl(a’,b’; ¢') izomorfné rovnakej grupe.

Dokéazme bod 2.). Vo vete o struktire prvku v grupe pgi(a,b) sme dospeli k vysledku, 7e kazdy
prvok je tvaru (P2)¥(P71Q) P, kde 0 < k < b, 0 < j < a, 0 <[ < 2, kedze je grupa pg;(2,b)
abelovska (z vety 5.8), vieme transformovat tento tvar na nasledujtci: P2*=71Q7. Z prezentacie (14)
vieme, 7e P? = @2, potom ked vyuZijeme, Ze existuju také prirodzené &isla m a n, ze j = 2m + n,
kde 0 < n < 2, dostaneme:

P2k—j+le _ P2k—j+lQ2m+n _ P2k—j+l(Q2)an _ P2k—j+lP2nQn _ P2k—j+l+2an.

Kde ak oznac¢ime ¢islo 2k + [ 4+ 2m — j = i, potom dostavame, Ze v grupe pg; (2,b) st vSetky prvky
tvaru P'Q", kde i € {0,1,...,2b— 1} a n € {0,1}. KedZe je to abelovskd grupa a P # Q (to by bol
spor s predpokladom, Ze rad prvku P~1Q je 2), potom je izomorfna grupe Zo, x Z». Rovnako je ale
tejto grupe izomorfné grupa pl(a’,b’; ¢’), pre ktord plati ged(a’,b', ') =2 a % = % = 2b.
¢btd

KedZe sme si vo vete 5.12 dokazali, Ze pre a = 1 je grupa pgz2(a, b) abelovské, potom bude existovat
grupa pl(a’,b’; '), ktora je s pgo(1,b) izomorfna.

Veta 6.25 Grupa pgs(1,b) je izomorfnd grupe pl(a’,b',c’) prive vtedy, ked ged(a’,b',c)) = 1 a
sucasne 4b = a'l’.

Dokaz: Z prezentécie (16) vieme, ze P~1Q = P?, potom Q = P?**1, ¢ize grupa pgs(1,b) = Zy,.
Aby bola grupa pl(a’,V'; ¢') cyklicka, musi platit ged(a’, ¥, ') = 1. Ak 4b = a'b’, potom st izomorfné
rovnakej grupe.
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Podobnymi tvahami vieme sformulovat aj nasledujtcu vetu pre ¢cmq(a, b).

Veta 6.26 Grupa cmq(a,b) je s grupou pl(a’,b'; c') izomorfnd prive vtedy, ked’|la—b| =1, 2(a+b) =
a't’ a ged(d' b, ) = 1.

Dokaz: Vo vete 5.15 sme si ukézali, ze cmy(a,b) je abelovska jedine pre |a — b| = 1, potom kazdy
jej prvok ma tvar S*R', kde 0 < k < a+ba 0 <i < 2 Kedze |a —bl = 1, potom a+b =1
(mod 2) a prvok SR bude radu 2(a+b), ¢o je velkost celej grupy c¢mq (a,b). Potom je grupa c¢mq(a, b)
cyklickd, Zy(,44). Aby bola aj grupa pl(a’,b'; ¢) cyklickd radu 2(a + b), musi platit o'’ = 2(a + b) a
ged(a b, ) = 1.

Naopak, nech ged(a’, V', ¢’) =1, 2(a+b) = o’V a |a—b| = 1, potom st grupy e¢mq(a,b) a pl(a’,b’;c)
izomorfné rovnakej grupe.
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Nielen ¢my je pre vhodné parametre izomorfna grupe pl, podobne ukizeme aj vetu pre cmaz(a, b).

Veta 6.27 Grupa cms(a,b) je izomorfnd grupe pl(a’,b';c’) prive vtedy, ked a = 1, d'b’ = 4b a
ged(a b, ) = 2.

Doékaz: Vo vete 5.18 sme si dokazali, 7e grupa cma(1,b) je abelovské, ktorej prvky st S¥R?, kde
0<k<2ba0<i<2 KedZe ged(2b,2) = 2, potom je grupa cms(1,d) izomorfna grupe Zo, X Zs.
Aby bola rovnakej grupe izomorfné aj pl(a’,b’; ¢'), musi platit podla vety 4.8 a’b’ = 4b a gcd(2b,2) =
2 = ged(d, 0, ).

¢btd
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V dalgich grupach sme si uz centré neodvodzovali, kedZe vi¢Sinou boli len trividlne. Ale vzhladom
na to, ze sme si odvodili §trukttru grupy pmm;(a,b), vieme sformulovat poziadavky, aby pmm; (a, )
bola komutativna a izomorfné nejakej pl(a’,b’; ).

Veta 6.28 Grupa pmmq(a,b) je izomorfnd grupe pl(a’,V'; ¢') prdave viedy, keda =b=1a (d',V/,c) =
(2,2,2k), kde k je lubovolné.

Dokaz: Vo vete 6.1 sme si dokézali, Ze grupa pmmq(a,b) = Dy, X Dagy. Pre a > 3 alebo b > 3 bude
aspon jedna z podgrap Ds, alebo Do, nekomutativna. Teda, a < 2 a zaroven b < 2. Nech a = 2 alebo
b = 2, potom je grupa pmmi(a,b) izomorfnd Zs X Zy X Zg x Z%b. 7. dokazu lemy 4.2 ale vieme, Ze
takuto grupu generuju aspon tri prvky, ale kazda grupu pl(a’,b’; ¢') generuju maximalne dva prvky.
Z toho nam plynie a = b = 1, potom je grupa pmm1(1,1) & Zs X Z5. Aby bola pl(a’,b’; ¢') izomorfna
Zy X Zy, potom musi platit o't/ =4 a ged(a’,V'; ') = 2.

¢btd

Dalsim prikladom izomorfizmov medzi jednotlivymi kvocientami tapetovych grip je vztah medzi

pg1(a’,b') a pga(a,b).
Veta 6.29 Ak (a/,V') = (a,2b), kde o’ je nepdrne, potom grupy pg:(a’,b’) a pga(a,b) si izomorfné.
Dokaz: Nech teda d’ je neparne a (a’,b’) = (a,2b). DokdZeme potom, Ze grupy pgi(a, 2b) a pga(a,b)
st izomorfné. Velkosti oboch grip si 4ab, teda splhajt prvii podmienku. Este musime najst izomor-
fizmus.

Majme predpis:

¢ *bg1 (Cl/, b/) I p92(a, b)
¢:Pr—— P
0:Q— QP Q.
Musime ukizat, 7e je to skuto¢ne homomorfizmus. Musime overit, Ze relacie ¢(P)?¢(Q)~! =

(6(P)~1p(Q))* = (¢(P))?* = 1 skutocne platia.
o(1) = o(P*Q %) = o(P)’0(Q)* = Q' P'Q Q' P'Q

—1

e |
v tomto bode vyuzivame, ze P'* v grupe pga(a,b) patri do centra a Ze P? ="

= 3(PTQ)") = (#(P)'0(Q)" = (P QP TIQ) = (PP = (PQ) =1
z prezentéacie (16) vieme, Ze (P’le’)“P’% = prtt = 1, potom (P’le’)a je involucia

— ¢(P?) = (P =P =¥ =1

Aby sme ukazali, Ze je to izomorfizmus, dokdZeme, Ze kazdy prvok v grupe pgs(a,b) ma vzor v grupe
pg1(a’, V). Do podgrupy I'm(¢) patria prvky P’ a Q'P'~'Q’, potom aj (P'~'Q’)2. Vzhladom na to,
7e a je neparne, plati (P’_lQ’)Qn'21 = P'7'Q'P'®". Potom ale do Im(¢) patri aj Pl p?pt =
Pl a teda aj P'P’ o= Q. Podgrupa obrazov zobrazenia ¢ je generovani prvkami P’,(Q’,
potom I'm(¢) = pga(a,b).
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Na dokézanie opa¢nej implikicie by sme potrebovali najst pocty na seba kolmych prvkov.

Teraz si uvedieme posledny z izomorfizmov, ktory ale nemame dokazany, preto ho uviddzame len
ako hypotézu:

Grupy cma(a,b) a pma(b,a) st izomorfné prave vtedy, ked ¢islo ged(a, b) je neparne.

Dokaz implikacie zl'ava doprava ide cez §truktdru centier, t4 taZSia praca je najst dany izomor-
fizmus. My sme nasli sice niekolko homomorfizmov, ale Ziaden sa napokon neukazal byt bijektivny,
pripadne boli dané zobrazenia surjektivne, ale len pre niektoré §pecidlne pripady parametrov.

Samozrejme by sa nasli este dalsie z izomorfizmov medzi nami skiimanymi kvocientovymi grupa-

mi, ich hladanie v8ak vyrazne presahuje naSe ¢asové i rozsahové moznosti.
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