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Abstrakt

Klasicka Bézoutova veta hovori o pocte spolo¢nych bodov dvoch rovinnych algebraic-
kych kriviek v projektivnej rovine nad algebraicky uzavretym polom, pri¢om sa predpok-
lada, Ze krivky nemaju spolo¢ny komponent. Tvrdenie vety suvisi s pojmom nasobnosti
bodu v prieniku kriviek a jeho definiciou. V tejto praci podavame algebraickt defini-
ciu tejto nasobnosti a dokédzeme klasickd formulaciu Bezoutovej vety. Rozanalyzujeme
tiez tvrdenie BydZzovského, ktoré hovori o nasobnosti bodu v prieniku v stvislosti s na-
sobnostou bodu na jednotlivych krivkach. Klasickd Bézoutova veta totiz nehovori o na-
sobnosti prieseénika dvoch kriviek vo vztahu k jeho nasobnosti na jednotlivych krivkach
a dotykovej situacie v nom. B. Bydzovsky v roku 1947 publikoval detailnejsiu formulaciu
tejto vety. Dokazal tvrdenie:

,Dve rovinné algebraické krivky stupnov m a n, ktoré nemaju spolocni siucast, maju
spolocnijch prdave mn bodov, ak sa kazZdy bod pocita s prislusnou ndsobnostou. Priesecnik,
ktory je na jednej krivke r-ndsobny, na druhej krivke s-ndsobny a v ktorom maji krivky
spolocnijch h dotyénic, je priesecnikom aspon (rs+ h)-ndsobnym.”

Oboznamime sa s lokalnou priesekovou nasobnostou (Samuelova) m-priméarneho ide-
alu I v lokdlnom neotherovskom okruhu (A, m), maximalnym idedlom m a podéavame
klasické metody na jej vypocet. Uvedieme tiez Specialne bazy idealu (Grébnerovu a Stan-
dardni) a popiSeme ich aplikicie v tedrii nasobnosti.

Dokézeme niektoré jednoduché tvrdenia tykajice sa Bydzovského ¢&isla rs + h, tedriu
dolozime niekolkymi prikladmi umoznujtucimi formulovat hypotézy a niektoré v zévere

sformulujeme.
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Uvod

Historické korene Bézoutovej vety su v zakladnej vete algebry, ktora hovori o pocte
korenov Iubovolného nenulového polynému s komplexnymi koeficientami. Tento pocet
sa rovné stupnu polynému, ak kazdy koren pocitame s jeho nédsobnostou. Inymi slovami
pre kazdy komplexny polyném f stupnia n > 0 rovnica f(z) = 0 ma prave n komplexnych
korenov, ak sa kazdy koren pocita tolkokrat, kol'ko je jeho nasobnost.

Otéazky, ktoré sa objavili pri skimani platnosti Bézoutovej vety vyvolali vznik tedrie
nasobnosti. Klasickd Bézoutova veta tvrdi, ze pocet spolo¢nych bodov dvoch rovinnych
algebraickych kriviek v projektivnej rovine nad algebraicky uzavretym polom (ktoré maju
len kone¢ny pocet spolo¢nych bodov) je menej, alebo sa rovné siacinu stupinov kriviek.
Skimalo sa, ako priradit kazdému bodu v prieniku dvoch rovinnych algebraickych kriviek
takid nasobnost, aby v Bézoutovej vete namiesto nerovnosti nastala rovnost. Spominana

veta je pomenovana po Etiennovi Bézoutovi (1730-1783).



1 Lokalna priesekova nasobnost (Samuelova)

1.1 Lokalne okruhy

Jedna z najdolezitejsich technik komutativnej algebry je proces lokalizacie. V algeb-
raicko-geometrickom ponimani pomocou lokalizacie mdézeme sktimat vlastnosti algebraic-

kych variet v niektorych Specialnych bodoch.

Definicia 1.1.1 Komutativny neotherovsky okruh A, ktory ma prave jeden maximéalny

ideal m nazyvame lokdlnym okruhom.

Priklad 1.1.1 Kazdy faktorovy okruh A = Z/(p?), kde p je prvocislo a p je nejaké
prirodzené ¢islo, je lokadlny s maximéalnym idedlom pA. Naproti tomu, okruh celych ¢isel

Z nie je lokalny okruh, lebo v fiom existuje viac maximalnych ideélov.

Prikladom lokalneho okruhu je okruh, ktory dostaneme z oblasti integrity pomocou
lokalizacie. Naznac¢me si proces lokalizacie.

Nech p je prvoideél v okruhu A. Konstruujme novy okruh A, nasledovne. Oznac¢me

Ap={§|f,geA,g¢p}.

Teda A, je podmnozina pola podielov z A. Definujme relaciu rovnosti na mnozine A,

nasledovne

p = (fg' = f'gu=0,

pre nejaky prvok u, ktory nepatri do prvoidealu p. Definujme operacie sc¢itovania a na-
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KedZe kazdy prvok % € A, kde f ¢ p, je v okruhu A, jednotka, je ideal pA, jediny
maximélny ideal v A,. Teda okruh A, je lokdlnym okruhom. Doékaz tohto tvrdenia

mozno najst v [1], kap. 3. Rings and Modules of Fractions, s. 36-49.

Nech k[z1, ..., x,] je okruh polynomov n neuréitych nad algebraicky uzavretym polom
k. Potom Kk[x1,...,%Tn)(z,, .2, Oznacuje lokdlny okruh, presnejsie lokalizaciu okruhu
klxy, ..., z,) idedlom (xq, ..., x,).

V dalsom budeme symbolom (A, m) oznacovat lokalny neotherovsky okruh A s ma-
ximalnym idedlom m. Pripomenme, Ze v lokdlnom neotherovskom okruhu st vsetky

rastiice retazce idedlov konecné a tento okruh ma jediny maximalny ideal.
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Definicia 1.1.2 Pod rozmerom lokilneho neotherovského okruhu A budeme rozumiet

dlzku maximalneho refazca prvoidealov v A tvaru
PoCpr C---Cpg=m.
Oznacenie d = dim A.

Vsetky lokédlne okruhy Z/(p?) pre nejaké prirodzené ¢islo o st nularozmerné, t.j.
dimZ/(p?) = 0.

Veta 1.1.1 Ak A je lokdlny neotherovsky okruh, potom rozmer okruhu A je konecnyj, t.j.
dim A =d < +o0.

DOKAZ. [1], kap. 11. Dimension Theory, Corollary 11.11. s. 120. O

Definicia 1.1.3 Rozmerom ideélu I z lokalneho neotherovského okruhu A rozumieme

rozmer faktorového okruhu A/I. Oznacenie dim [ = dim A/I.

Veta 1.1.2 Nech I je m-primdrny idedl v lokdlnom neotherovskom okruhu (A, m) a I =

(ay,...,as), potom t > dim A.
DOKAZ. [1], kap. 11. Dimension Theory, Proposition 11.7. s. 119. O

Definicia 1.1.4 Nech (A, m) je lokalny neotherovsky okruh a dim A = d. Ak ideal [ =
(ay,...,aq) je m-primarny, potom mnozinu {ay,...,aq} nezveme systémom paramet-

rov v A a ideal I nazyvame parametricky idedl.

Pre kazdy m-primérny ideal I v lokdlnom neotherovskom okruhu A je faktorovy
okruh A/I nularozmernym okruhom, t.j. dim I = 0. Nularozmerné lokalne neotherovské
okruhy st charakterizované kone¢nou dizkou maximalnych retazcov m-priméarnych idealov
a rovnostou poctu ich ¢lenov.

Nech A je Tubovolny lokdlny neotherovsky okruh a I je m-primérny ideal v A. Nech
[:[1C[2C~~C[s:m

je maximalny retazec m-primérnych idedlov so zaciatkom v I a koncom v m. Vsetky
takéto refazce maju tu istt dlzku. Podrobnejsie v [1], kap. 6. Chain Condition, s. 74-79.
Pocet ¢lenov takéhoto maximalneho retazca idealov v A nazyvame diZzkou ideélu I, resp.

faktorového okruhu A/l a oznacujeme

oIy = U(A)I) = s.
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Priklad 1.1.2 1. Poéitajme dlzku idedlu I = (z + y?, 2%y?), kde I je ideal z okruhu

polynémov k|x,y|. Zostrojime maximéalny retazec:
(z+y? 2%%) C(z+y°2%y) C (z+y*2*) C (z+y* 2y, 2*) C (2,4°) C (z,y),

kde I = (x + 12, 2%y?) am = (x,y) je maximalny ideal v k[z,y]. Dlzka tohto idealu
v okruhu klz,y] je ¢(I) = 6.

2. Pocitajme dlzku idealu J = (22 — 33, 2y?). Zostrojime maximalny retazec:
(@2 — %, 2?) C (@? — o, a2, y") C (2% — o, 22, 4%) C (22 + o, %) C
C(2® —y*,y%, wy) C (2* =y, y) C (z,y).

Dlzka tohto idealu je £(.J) = 7.

Nech I je m-priméarny ideal v (A,m). Je zrejmé, ze I"™ je opéat m-primarny ideal
pre kazdé prirodzené ¢islo n, pretoze obsahuje mocninu idealu m. Teda pre Iubovolné
prirodzené ¢islo n je

oI = ((A/I7) < +oo.

Pomocou tejto dlzky mozno definovat dalsie &islo, ktoré blizsie charakterizuje ideal I,

totiz jeho nasobnost.

1.2 Samuelova nasobnost idealu

V tejto casti uvedieme niektoré klasické metody pre vypocet Samuelovej nédsobnos-
ti. Predpokladame, ze ideal I je m-primarny v lokdlnom neotherovskom okruhu (A, m)

s maximalnym idealom m.

Veta 1.2.1 Pre dostatocne velké prirodzené ¢islo n > 0 je dizka ¢(I"™) polynom s ce-
lociselnymi koeficientami v neurcitej n stupnia d = dim A. Tento polyndm sa nazyva
Hilbert—Samuelov polyném. Mozno ho napisat v tvare

(AT =L(I") = eo(]) (n ; d) + o (=) %eq(D),

kde eq(1) >0 a eo(I),...,eq(I) si celé ¢isla a jednoznacne urcené idedlom I.

DOkAz. [18], kap. 8. O
Koeficienty eg(1), ..., eq(I) sa nazyvaju Hilbertove koeficienty idealu /. Veduci koe-
ficient Hilbertovho—Samuelovho polynému eg(/) hra vyznamna tulohu v algebraickej ge-

ometrii.
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Definicia 1.2.1 Nezaporné celé ¢islo ey(/) nazyvame Samuelovou ndsobnostou m-
primérneho idealu I v lokdlnom neotherovskom okruhu (A, m) a budeme ju oznacovat
60([7 A)

Nech k[z,y] je okruh polynémov nad polom k. A = k[x,y],) je lokilny okruh s
maximalnym idedlom m = (z,y). Potom pre m-primarny ideal Q v A Hilbert-Samuelov
polyném pre n > 0 stupna 2 ma tvar

HAQY) = (@)% + (@ + e2(Q).

Podrobnosti v [5].
V nasledujicej vete uvedieme niektoré praktické metody na vypocet Samuelovej na-
sobnosti m-priméarneho idealu I, pricom nadalej predpokladame, ze (A, m) je lokilny

neotherovsky okruh s rozmerom dim A = d, a eg(/, A) je Samuelova nasobnost idealu /.

Veta 1.2.2 Nech (A, m) je d-rozmerny lokdlny neotherovsky okruh. Potom plati:

1. ak I, Iy si m-primdrne idedly z (A,m) a Iy C I, potom pre ndsobnosti tyjchto
idedlov plati eg(I1, A) > eo(lz, A),

2. ak I je m-primdrny idedl z (A,m), potom pre lubovolné prirodzené éislo s plati
eo(1°, A) = sle(I, A),

3. ak Iy = (a1, as,...,aq), Is = (b1, as,...,aq) su parametrické idedly v A, potom aj
idedl 1 = (ayby,aq,...,aq) je parametricky v A a pre jeho ndsobnost plati vztah
eo(1, A) = eo(I1, A) + eo(la, A),

4. eo({al"; as, ... aq),A) = meo({ay,as,...,aq),A) pre kaZdy parametricky idedl

(ay,as9,...,aq) v okruhu A,

5. eo((as,a3,...,a5), A) =ey({ai,ag,...,aq4)°, A) = sleg({ay, as,. .., aq), A) pre kazdy

parametricky idedl (a1, as, . ..,aq) a lubovolné prirodzené cislo s.
DOkAz. [12], kap. 7. §7.1. O
Priklad 1.2.1 Pocitajme nasobnost idealu I = (x + y2, 2*y*) v A = k[, y](z.4)-
eo((z + 47, 2%y%) , A) 2 eo((z + 97, 2%) , A) + eo({z + 3%, y%) , A)
= 2e0((z + 1% 7), A) + 260((z + 1%, y) , A)
= 2¢0((y% ) , A) + 2¢0((,y) , A)

2 2.2¢0((y, ) , A) + 2e0({x, ) , A)
—4.1+421=6.
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V&imnime si, ze v bode 1 prikladu 1.1.2 dlzka daného idealu je ¢(I) = 6 a Samuelova
nasobnost toho istého idealu eo(/, A) = 6.
Vo vieobecnosti medzi dlzkou idedlu I a Samuelovou nasobnostou toho istého ideélu

plati nerovnost
E(I) > 6()(]7 A)
Rovnostou st charakterizované Cohen—Maculayho okruhy. V priklade 1.2.1 lokalny okruh

A = k[z,y](z,) je Cohen-Maculayho a ideal I je parametricky, teda naozaj plati rovnost.

Priklad 1.2.2 Nech I = (2 —y’,2° — y?) je m-primérny idedl v A = k2, 9], a

a, b, c,d sa kladné celé ¢isla. Porom
eo(I) = min{ad, be}.

Dokaz mozno najst v [5].

1.3 Usporiadanie

Definicia 1.3.1 Reldcia > na mnozine A sa nazyva linedrne (alebo totdlne) uspo-

riadanie mnoziny A, ak pre kazdé xz,y, z € A plati:
1. (x >y) = —(y > z) (antisymetria),
2. [(x>y)A(y>2)] = (x> 2) (tranzitivnost),
3. (x=y)V(r>y)V(y>x) (trichotomia).

Nech k[zy,...,x,] je okruh polynémov nad algebraicky uzavretym polom k a relacia
> je linedrnym usporiadanim v okruhu k[zy, ..., x,] presnejsie, linearne usporiadanie na
mnozine vietkych monémov v k[xq, ..., z,], pricom predpoklada zékladné usporiadanie
neurcitych x; > x9 > --- > x,. Nech z® = 27{"25* ... 20" je lubovolny moném z okruhu
klxy,...,2,]. Potom usporiadana n-tica o = (ay,...,q), kde a; € Ny, 1 < i < n,
jednoznacne popisuje dany moném, pricom « sa da chapat ako vektor. Ak « je nulovy

vektor, teda o = (0, ...,0), potom definujeme z® = 2929 ... 2% = 1.

Definicia 1.3.2 Line4rne usporiadane > nazveme monomidlnym ak

1. je kompatibilné s nasobenim v k[zy,...,r,], teda ak 2% 2” a 27 si monémy v
klz1,...,2,] a 2% > 28 potom z%7 > 2P,
2. je dobrym usporiadanim na k[z1,...,x,], t.j. kazda neprazdna mnozina monémov

v k[xy, ..., z,] obsahuje najmensi prvok.
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Déa sa ukazat, Zze druha podmienka z definicie 1.3.2 je ekvivalentna s podmienkou
x; > 1 pre vSetky i = 1,2,...,n.

V okruhu polynémov k[zi,...,x,| sa najcastejsie pouziva monomiélne usporiadanie
lexikografické a gradované lexikografické usporiadanie.

Nech 2%, z” st monémy v k[zy,. .., 7,]. Nech vo vektore o — 3 je prvy nenulovy ¢len
(zlava) prvok oy — [k, teda plati a — 6 = (0,...,0,ap — Ok # 0,...,a, — Bn). Dalej
ozna¢me stupeii monomu x* ako |a| = > " | o;. Teraz uz mozeme definovat spominané

usporiadanie.

Definicia 1.3.3 (Lexikografické usporiadanie) Usporiadanie > nazveme lexikogra-

fickym usporiadanim na k[xq, ..., z,], ak ay — Br > 0. Oznacenie >,

Ako aj nazov tohto usporiadania hovori, monémy si usporiadané tak, ako slova v
slovnikoch. Napriklad v lexikografickom usporiadani plati & > ¥ >iee 2, TY° >ien y223

alebo x*y%23 >, vy?2.

Definicia 1.3.4 (Gradované lexikografické usporiadanie) Usporiadanie > nazve-
me gradovanym lexikografickym usporiadanim na k[xy,...,z,], ak |a| > |5], alebo

la| = |6] a ay — Br > 0. Oznacenie >y,

Pre korektnost by sme museli dokéazat, Ze tie usporiadania st monomialne, t.j. splhaju

podmienky definicie 1.3.2.

Priklad 1.3.1 Nech f = 4zy?z + 42% — 523 + T2%2? je polyném v k[zy, ..., z,]. Uspo-

riadajte monomy v lexikografickom a v gradovanom lexikografickom usporiadani.

RIESENIE. Pretoze —51% >, 72222 >ip 42y%2 >iep 422 polyném f mozeme napisat
nasledovne

f = —ba® + 7022 + day?z + 427 (lex)

a Tx22% > e 40Y*2 > e —D52° >giep 42% potom

[ =712 + dxyz — 52’ + 427 (glex)

Definicia 1.3.5 Nech > je pevne zvolené monomialne usporiadanie na k[xq, ..., z,] a
f= anxa = CogZ™ + Cou ™ oo, 0 > > .
«
je nenulovy polyném v k[zy,...,x,]. Potom

1. vedici koeficient polynému f je Le(f) = cq,,
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2. vedici mondém polynomu f je Lm(f) = xz*,
3. wvedici élen polynomu f je Lt(f) = cqoz0.

Priklad 1.3.2 Pre polyném f z prikladu 1.3.1 v lexikografickom usporiadani plati, ze
Le(f) = =5, Lm(f) = 2®, Lt(f) = =523 a v gradovanom lexikografickom usporiadani
Le(f) =7, Lm(f) = 2222 a Lt(f) = 72?22

Definicia 1.3.6 Nech I C k[xy,...,x,] je ideal rozny od {0}.

1. Vediici idedl Lt([) ideélu I je mnozina vedtcich ¢lenov prvkov idealu I
Le(l) = {Le(f) | f e 1}
2. (Lt(I)) je ideal generovany prvkami z Lt(I).

Nech I = (f1,..., fs) je idedl v k[z1, ..., x,]. Potom Lt(f;) € Lt(I) C (Lt(I)) z ¢oho
vyplyva (Lt(f1),...,Lt(fs)) € (Lt(/)). Obratena inklazia neplati vo vSeobecnosti ako to

ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 1.3.3 Nech I = (fi, f2) pricom f; = 2® — 2zy a fo = 2%y — 2y*> + =, a nech na

k[z,y] je zvolené monomialne usporiadanie > y.,. Potom
w(a’y — 2y +x) — y(a® - 2zy) = 27,

teda z? € I. Plati 22 = Lt(2?) € (Lt(I)). LenZe z? nie je delitelny ani s Lt(f;) = 2 ani
Lt(fy) = 2%y z oho x* & (Lt(f1), Lt(f2)).

Rovnostou je charakterizovana Grobnerova béza.

1.4 Grobnerova baza idealu a deliaci algoritmus

Definicia 1.4.1 Nech [ je ideél v k[z1,...,z,]. Nech > je monomialne usporiadanie na
klx1,...,2,]. Potom konetna podmnozina G = {¢i,..., g} idedlu I sa nazyva Grob-

nerova bdza ak
(Lt(1)) = (Lt(g1), ..., Lt(gs)) -

Jedna najdolezitejSia veta linearnej algebry je veta o deleni so zvySkom na mnozine
vsetkych celych ¢isel, ktoré hovori, Ze k danym dvom celym ¢&islam a,b, b # 0, existuje
prave jedna dvojica celych ¢isel ¢,r tak, ze a = bg+r, 0 < r < |b|. Analogicky sa da
sformulovat vetu o deleni so zvySkom na okruhu polynémov k[z] v jednej neurcitej z,
ktora mozno najst napr. v [10], kap. 5. Okruhy polynémov, s. 211. NaSou zakladnou

algebraickou strukturou je okruh polynémov v neurcitych zq,...,x, nad k.
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Veta 1.4.1 (Deliaci algoritmus) Nech F = (f1,..., fs) je usporiadand s-tica polynd-
mov v klxy,...,x,| s monomidlnym usporiadanim >. Potom kazdyj polynom f z okruhu

polyndmov k|xy, ..., x,| sa dd napisat v tvare
f=afi+t-+asfs+r

kde ay,...,as, 17 € k[z1,...,2,], pricom r =0 alebo r je linedrna kombindcia mondmov s

koeficientmi v k z ktorych Ziadny nie je delitelny monomami Lt(f1),. .., Lt(fs).

DOKAzZ. [8], kap. 2. §3. A Division Algorithm in k[zy,...,z,], s. 64. O

Nasledujtice vety hovoria o vlastnostiach Grébnerovej bazy.

Veta 1.4.2 Nech G ={q1,...,9:} je Grobnerova biza idedlu I C k[xq,...,x,], a nech f
je polynom z tohto okruhu. Potom zvysok po deleni polynomu f mnoZinou {gi,...,q:} je

urceny jednoznacne.
DOKAZ. Nech existuju také ay,...,as by, ... by, 1" € k[zy, ..., x,] pricom r # 1’| Ze
f=ag+ - +ag+r=bg+- - +bg +r.

Potom r —r" = (by —a1)g1 + -+ + (by — ar)gr € I, teda Lt(r — ') € (Lt(I)) =
(Lt(g1),...,Lt(g)). Lt(r — 1) je vacsi z vediacich monémov r alebo /| je tento moném

delitelny niektorym Lt(g;) ¢o je spor. Teda r =+'. O

Veta 1.4.3 Nech G ={q1,...,g:} je Grobnerova biza idedlu I C k[xy,...,x,], a nech f
je polynom z tohto okruhu. Potom f je z idedlu I vtedy a len vtedy, ked zvySok po deleni

polynomu f mnoZinou {g1,...,q:} je nulovy.

DOKAZ. Nech f =a191+---+ag.+r. Ak f € I potom aj r € I teda Lt(r) je delitelny
niektorym z Lt(g;), teda r = 0. Obratene ak r = 0, potom je zrejmé, ze f € I. OJ

1.5 Standardna baza idealu

Doteraz sme hovorili o monomiélnom usporiadani >. Dalsi typ usporiadania je lokalne

usporiadanie.

Definicia 1.5.1 Line4rne usporiadane > nazveme lokdlnym ak

1. je kompatibilné s nasobenim v k[zi,...,7,], teda ak 2% 2” a 27 si monémy v

klz1,...,2,] a 2% > 28, potom z%27 > P27,

2. 1> ux; pre vSetky 1 = 1,2,...,n.
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Nech 2%, z” st monémy v k[zy,. .., 7,]. Nech vo vektore a — 3 je prvy nenulovy ¢len
(zlava) prvok ay — fx a posledny nenulovy ¢len (zlava) je oy — s, teda plati « — 3 =
0,...,0,0 — B #0,...,a5 — Bs # 0,0,...,0). Dalej ozna¢me stupeii monému z® ako

n : C WP : :
la| = >0, ;. Zadefinujeme si najcastejsie pouzivané lokalne usporiadanie.

Definicia 1.5.2 (Antigradované lexikografické usporiadanie) Usporiadanie >

nazveme antigradovangm lexikografickym usporiadanim na klzy, ..., z,|, ak
al =D <5 = 16|, alebo |a] = |] & ap — 5 > 0.
i=1 i=1

Oznacenie > ;.

Priklad 1.5.1 V okruhu polynémov k[z,y| pre usporiadanie >4, plati: 1 >ger T >aiex

) >alex 172 >alex Ty >alex y2 >alex - - -

Definicia 1.5.3 (Reverzné lexikografické usporiadanie) Usporiadanie > nazveme

reverznygm lexikografickym usporiadanim na k[xq, ..., z,], ak
as — (s < 0.
Oznacenie >, cpiex-

Definicia 1.5.4 (Antigradované reverzné lexikografické usporiadanie) Us-
poriadanie > nazveme antigradovanym reverznym lexikografickym usporiadanim

na klxy,...,x,|, ak
ol =D ai <> B = 8], alebo a| = |3 a a, — B, < 0.
i=1 i=1

Oznacenie > cvler-

Priklad 1.5.2 V okruhu polynomov k[z,y, z] plati: 1 >gevier T Sarevier Y areviex

2 2
2 Zarevlex T > arevlex Ty > arevlex ) >arevier TR > arevlex Yyz ...

Pre korektnost by sme museli dokazat, Ze linearne usporiadanie >gjer, >revier & > arevies
su lokalne usporiadanie, tento dokaz teraz vynechéme.

V pripade lokalneho usporiadania Grobnerova baza sa nazyva Standardna baza, ktoré
hraji vyznamnu tlohu v teérii nasobnosti.

Podla doteraz povedaného vznikne otazka ako vypocitat Grobnerovu resp. Standard-
nu bazu idealu, ktory je generovany polynémami. Efektivnu metédu na tato problematiku
nasiel Bruno Buchberger v roku 1965. Skor nez by sme vyslovili jeho metédu treba ozrej-

mit pojem S-polyndmu.
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Definicia 1.5.5 Nech f,g € k[xy,...,,]| st nenulové polynémy. Nech Lt(f) = cx®,
Lt(g) = da” a 27 je najmensi spolo¢ny nasobok monémov z¢ a x°. S-polyném polyno-
mov f a g je polynéom

7 7

T I

Priklad 1.5.3 Nech f = 2%y? — 2%y3 + 2 a ¢ = 32%y + 4* v Rz, y] s monomidlnym

usporiadanim > ... Potom najmensi spolo¢ny nasobok Lm(f) = 23y* a Lm(g) = z*y je

xly?. Vediice ¢leny polynémov f, g st Lt(f) = 23y* a Lt(g) = 3z'y. S-polyném

4,2 4,2
S(1.9) = 5.3) = 300
=xf— %yg
— P a? - lys'
3
Nech teraz I' = {f1,..., fs} je mnozina polynémov z okruhu k[zy,...,z,]. Potom
kazdy polynom f € k[xy,...,z,] sa d& napisat v tvare

f=aifi+ - +asfs+r

kde a;, v € k[zy,...,2z,] a alebo r = 0 alebo monémy z r nie st delitelné monémami
Lt(f1),...,Lt(fs). Polyném r sa nazyva zvysok po deleni polynéomu f mnozinou I', ktory

budeme oznacovat fT.

Priklad 1.5.4 Nech I' = {z%y — % 2%* — *} C k[x,y] v monomialnom usporiadani

>0z Potom

x5yf — xy?)
pretoze podla deliaceho algoritmu
2’y = (2° +ay) (2 — y*) + 0.2y — y*) + 2y,

Veta 1.5.1 (Buchbergerovo kritérium) MnoZina polynomovT = {f1,..., fs} patria-
cich idedlu I tvori Grébnerovu resp. Standardni bazu idedlu I prave vtedy, ked pre vSetky

dvojice fi, f; €', 4,5 =1,...,s plati
S(fi ;)" =0.
DOKAZ. |[8], kap. 2. §6. Properties of Groebner Bases, s. 85. [

Priklad 1.5.5 Nech k[z,y] je okruh polynémov v ktorom je definované monomialne
usporiadanie > g, a nech I = (f1, fo) = (2* — 2zy, 2%y — 2y* + x). Mnozina I' = {f1, fo}
nie je Grobnerova béza ideélu I, pretoze S(fi, f2) = —x* ¢ (Lt(f1),Lt(f2)). Oznacéme
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fs = —x?. Pridajme do mnoZiny ' polyném f3, teda I' = {fi, f2, f3}. Pocitajme S-
polynémy

S(.flaf?) = f37

S(fi, f2)" =0,
S(f1, fs) = (2 = 2zy) — (—x)(—2®) = —2ay,

S(f1, fs)" = —2xy #0.

Pridajme polyném f; = —2xy do mnoziny I'. Teraz I' = {f1, f2, f3, fa} a opét vypoci-

tame S-polynémy

S(fi, f2)" = S(f1. fa)" =0,

S(fi fa) = y(a® = 2xy) — (=1/2)2°*(=2xy) = =22y = yfu,
S(fi, f)' =0,

S(for f3) = (a%y — 2y% + ) — (—y)(—2?) = —2¢° +x,

S(fas f3)' = =20 + 2 #0.

Opit pridajme polyném f; = —2y?+z do mnoziny T, teda I' = {f1, fo, f3, f1, f5} a keby

sme vypocitali S-polynémy dostali by sme
S’(fz-,fj)F =0 pre vSetky 1 <i < j <5.
Podla vety 1.5.1 mnoZina

{fla f27 f3a f47 f5} = {x?) - QI’y,l'Qy - 2y2 + x, _127 _21‘3/’ _2y2 + .I}
tvori Grobnerovu bazu idealu 1.

Je zrejmé, ze kazdy idedl moze mat viacero Gobnerovych resp. Standardnych baz.
V pripade Grobnerovej bazy pocitame s monomidlnym, v pripade Standardnej bazy s
lokélnym usporiadanim. Mo6Zeme ho zostrojit podla algoritmu popisané v priklade vyssie,
ktory sa nazyva Buchbergerov algoritmus. Princip algoritmu je priddvanie zvysku S-
polynému po deleni polynémami f7, ..., f, do mnoziny I'. Tento algoritmus po kone¢nom
pocte krokov musi skoné¢it. Dokaz tohto algoritmu mozno najst v praci [8], kap. 2. §7.
Buchberger’s Algorithm, s. 90.

Lema 1.5.1 Nech f,g € kl[z1,...,2,] a Lt(f) a Lt(g) si nesidelitelné. Oznaéme T’ =
{f.g}, potom

S(f.9)" =0.
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DOKAZ. Nech Lt(f) = cz® a Lt(g) = dao” st nesudelitelné, t.j. najmensi spoloény
nasobok je Lt(f).Lt(g) = cdz®z’. Po&itajme S-polyném polynémov f = cz® + fy a
g = dzP + go, teda

cdr®ax”® cdr®x”
S5(f,9) = cxr® dxP
cdxr®x”’ cdr®xP
_ et B
= (cz® + fo) + s (dz” + go)

= cdz®a” + da’ fo — eda®z” — ca®go
=(9—90)fo— ( — fo)go
= fog — 9o/

U

Désledok 1.5.1 Nech fi,...,fs € klz1,...,z,] a Lt(fi), Lt(f;) si nesidelitelné pre
vSetky i,j =1,2,...,8 ai # j. Potom T ={f1,..., fs} tvori Grobnerovu resp. standard-

ni bazu idedlu I = (f1, ..., fs) vzladom na monomidlne resp. lokdlne usporiadanie.

1.6 Aplikacia Grobnerovych a Standardnych baz idealov

Nech I = (fi,...,f,) C k[z1,...,2,]. Okruh k[xy,...,z,]/I je konetnorozmerny
vektorovy priestor nad polom k préave vtedy, ked dim I = 0, teda ked algebraicka verieta

V(I) v A"(k) je zjednotenim kone¢ného poctu bodov, ¢ize

I=0Q1NQ2N...NQ;
je neskratitelny primarny rozklad idedlu I, kde @); st nularozmerné primérne idealy
definujtce body C; € A"(k) arad(Q;) = P;,, V() = {C4,...,Cs}. Nasobnost bodu C; je

dana rozmerom vektorového priestoru k[zy, ..., x,]/Q; nad polom k, pricom plati rovnost

kde £(Q;) je dlzka P-primarneho idealu @;. Celkovy poéet bodov algebraickej variety
V(I) je dany ¢islom

S
Zdimk klxy, ..., x,]/Qi,
i=1
pricom kazdy bod sa pocita prislusnou nasobnostou.

Priklad 1.6.1 Nech [ = (2? — 3, 2% — ¢°), potom primarny rozklad idealu I je I =
(r+lLy-N{z—Ly—-1n(@* -y’ y°) kde Qi = (z+ 1,y —1), Q2 = (x — Ly — 1),
Qs = (2* —¢°,9°) a navyse rad(Q1) = Q1, rad(Q2) = Q2 a rad(Qs3) = (z,y) s £(Q3) =
10. Teda body Cy = (—1,1) a Cy = (1,1) maja nasobnost jedna a bod C3 = (0,0)
ma nasobnost desat. Celkovy pocet bodov algebraickej variety definovana idealom I je

dvanast.
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Veta 1.6.1 Nech I, QQ; siu ako predtym, potom
dimy klxy, ..., z,]/1 = Zdimk klxy, ..., x.]/Q;.
i=1

Aby sme tuto vetu vedeli dokazat potrebujeme najprv dokézat pomocnu vetu.

Veta 1.6.2 Homomorfizmus

o: ke, ..oz, — Kl 2] /Q1 B B k[, 2]/ Qs
o= (f+Qu.. [+Q)

je surjektivny prave vtedy, ked Q; + Q; = (1) pre vetky i,j =1,2,...,5 ai # j.

DOKAZ. Nech homomorfizmus ¢ je surjektivny, to znamené, ze existuje f € k[xq,. .., x,]
také, ze o(f) = (0,...,1,...,0), pricom jednotka je na j-tom mieste, ¢ize f — 1 € Q; a
f—0e@Q;previetky j #iai=1,2,...,s. Potom (f—0)—(f—1)=1a(l) € Q;+Q;
pre vSetky j # i. Obratene nech (ay,...,a;) € @;:1 klxy, ..., x,]/Qj, teda

(ar,...,a;) = ay(1,0,...,0) + - +a,0,...,0,1),

pre ur¢ité as, ...,as € k. Ak existuju fi,..., fs € klz1, ..., z,| také, Ze

)
)

]

Qp(fl) - (T,G,...,
SD(fQ) = (67T7"-7

=]

@(fs) = (67677T)

potom (ag,...,as) = @(arfi + asfo + -+ + asfs). Stacéi teda ukazat, Ze napriklad
(1,0,...,0) ma vzor. Z predpokladu @ + @Q; = (1) pre kazdé j # 1 vyplyva existencia
Ug,...,us € Q1 av; € Q; pre vietky 7 =2,3,...,s Ze

g+ vy =1, ug+v3=1,...,us+ v, = 1.

Nech ¢ = vyv3. .. v5. Potom ¢ = (1 —ug)(1—u3)...(1—us)atedac—1€ Qrac—0¢€ Q)
pre vietky j # 1. Z toho uz je zrejmé ze p(c) = (1,0,...,0). O

Teraz mdzeme dokazat vetu 1.6.1.
DOKAzZ. Dokaz spociva v tom, %e dokdZeme izomorfizmus vektorovych priestorov nad

polom k. Sta¢i najst jadro homomorfizmu ¢ z vety 1.6.2. f € ker(y) prave vtedy, ked
(f+Q1,....[+Qs)=(0,...,0), t.j. ked f € Q1,f € Qa,..., [ € Q, teda ak

fegin@n...NnQ,=1.

To znamend, ze ker(yp) = 1. O



1 LOKALNA PRIESEKOVA NASOBNOST (SAMUELOVA) 18

Veta 1.6.3 Nech I je idedl v okruhu k|xy, ..., x,| a Lt(I) je vedici idedl vzhladom na

isté monomidlne usporiadanie v k[xy, ..., z,|. Potom
Elxy, ... xn)/1 >~ k[xq, ...z, /Lt(1).

DOKAZ. Definujme homomorfizmus ¢: k[xy, ..., x,|/I — k[xy, ..., x,]/Lt(I) nasledovne:
Nech I' = {g1...,4:} je Grobnerova baza idedlu I. Podla deliaceho algoritmu kazdy
polynom f € klxy, ..., z,) sa da vyjadrit v tvare f = a9+ - -4arge+ fT, kde ay, ..., a; €
klzy,...,x,]. Podla vety 1.4.2 je fT polynémom f jednoznacne uréeny, definujme obraz
polynému f v homomorfizme ¢ ako fT + Lt(I). Je zrejmé, ze fT + Lt(I) = 0 + Lt(])
prave vtedy, ked fT € Lt(I), ¢o je ekvivalentné fT = 0, teda f € I. Dokézali sme, 7e
ker(y) =1. O

Nech ako doteraz I je nularozmerny ideal v k[xy,...,z,]| s primérnym rozkladom
QoNQ1N...NQs, kde kazdy P-primarny ideal Q; definuje bod C; v A"(k) pre 0 < i < s,
teda algebraicka varieta V(Q;) = C;. Nasobnost bodu C; na variete V(I) definujeme
ako rozmer vektorového priestoru k[zy, ..., x,]/Q;. Ak ozna¢ime nasobnost bodu C; ako
j(Ci), potom

dimy, klxy, ..., 2,]/Q; = j(C))

pre vsetky © = 0,1,...,s.
Z doteraz povedaného a z viet 1.6.1, 1.6.2 a 1.6.3 vyplyva platnost nasledujucich viet.

Veta 1.6.4 Nech I = (fi,...,fs) a > je pevne zvolené monomidlne usporiadanie v
klxi,...,x,). Nech Lt(I) je vedici idedl idedlu I, teda I je generovany Gribnerovou

bdzou, potom

S

dimy kfxy, ... 2] /Lt(I) = > §(C) |

i=0
Veta 1.6.5 Nech I = (f1,...,fs) a > je pevne zvolené lokdlne usporiadanie v okruhu
klxi,...,x,]). Nech Lt(I) je vedici idedl idedlu I, teda I je generovany Standardnou

bdzou, potom

dimg k[z1, ..., z,)/Lt(I) = 7(Co) = eo(Qo) |,

kde Cy = (0,0,...,0) je zaciatok suradnicovej sistavy priestoru A™(k).

Praktické aplikdcia spominanych viet je v tom, Ze na rozdiel od idealu I je ideal Lt (1)

monomialny, t.j. generovany monémami a jeho dlzka sa da Iahgie vypocitat.



1 LOKALNA PRIESEKOVA NASOBNOST (SAMUELOVA) 19

Priklad 1.6.2 Pomocou viet 1.6.4 a 1.6.5 vypocitajme pocet bodov algebraickej variety
z prikladu 1.6.1 ganerovany idealom I = (z? —y3 2% —y°). Nech najprv v k[z,y] je
definované lexikografické usporiadanie. Pouzitim Buchbergerovho algoritmu dostévame,
7e Gobnerovu bazu idedlu I tvoria polynomy z? — 3, 2t — y® y8 — 45, Je teda Lt(I) =
(22, 2%, y5) = (22, 4%), a bazu vektorového priestoru k[zy,...,x,]/Lt(I) tvoria monémy

L,y v* %, v y°, oy, ay?, ay®, oyt 2y, Podla vety 1.6.4 je
dimy, k[z,y]/ (z°,¢y°) = 12.

Celkovy pocet bodov algebraickej variety je 12, pricom kazdy bod sa rata tolkokrat, kolko
je jeho nasobnost.

Teraz vypocitajme nasobnost bodu Cy = (0,0). Nech na k[x,y] je zvolené antigradované
lexikografické usporiadanie. Pouzitim Buchbergerovho algoritmu dostéavame, ze standard-
nt bazu idedlu I tvoria polynémy x? — y3 2t — 3, 9° — b, teda Lt(I) = (2% 2%, ¢°) =
(x2,y°), a bazu vektorového priestoru kw1, ..., x,]/Lt(I) tvoria monémy 1,x,y,y?, v,

y*, xy, 2%, 2y, xy*. Podla vety 1.6.5 je
dimy, k[z, y]/ (2°,y°) = 10.

Bod Cy = (0,0) je teda desatnédsobnym bodom algebraickej variety ako sme to zistili aj
v priklade 1.6.1.



2 Bézoutova veta

V prvej kapitole sme odvodili praktické metédy na vypocet priesekovej nésobnosti
algebraickych variet definované nejakym idealom. Podla tych vysledkov vieme vypoci-
tat pocet spolo¢nych bodov algebraickych variet i prislusni nasobnost kazdého bodu v
prieseku.

V tejto kapitole pokusime podat odpoved na otazku tykajice sa poc¢tu spolo¢nych
bodov dvoch projektivnych rovinnych algebraickych variet pomocou stupni homogénnych
polynémov definujice uvazované variety, t.j. Bézoutovu vetu.

Skor nez by sme vyslovili spominant vetu potrebujeme definovat niektoré zakladné

pojmy, ktorymi budeme pracovat.

2.1 Projektivny priestor a homogénne stiradnice

Nech k je pole a n je prirodzené ¢islo. Definujme relaciu ekvivalencie ~ na mnozine

nenulovych usporiadanych n + 1-tic z k" nasledovne

(g, ..y xh) ~ (zoy ..., xp)
ak existuje nenulovy prvok A\ € k taky, ze (zg,...,2)) = Mo, ..., z,).

Definicia 2.1.1 Nech k je pole a n je prirodzené ¢islo. Potom n-rozmerny projektivny

priestor nad polom k je mnozina tried ekvivalencii ~ na k"™ \ {(0,...,0)}. Teda

P"(k) = (k" \{(0,...,0)})/ ~.

Usporiadana nenulova n+ 1-tica (zo, . .., x,) € k"** definuje bod A v P"(k) a (zo, ..., x,)

sa nazyva homogénne suradnice bodu A.

Priklad 2.1.1 1. Akn=1ak =R, potom jedenrozmerny projektivny priestor nad

polom R je mozina
Pl(R) = {(xval) ’ ('Tval) S R2 \ {(O’O)}a (550?371) ~ ()\1‘0, )‘xl)7V)‘ eR \ {O}}v

ktora sa nazyva projektivna priamka. Modelom takéhoto priestoru je rozsirena
euklidovska priamka E!, ktort sa da chapat ako ,oby¢ajna” euklidovské priamka
ktori doplnime prave jednym bodom, ktorého homogénna siradnica je (0,u;) a
budeme ho oznatovat ako U, a nazyvame ho nevlastng bod priestoru E'. Ostatné

body sa nazyvaju vlastné body priestoru.

2. Nech n = 2 a k = R, potom dvojrozmerny projektivny priestor nad polom R

je mozina P?(R) ktort sa da analogicky definovat ako jednorozmerny projektivny
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pristor v bode 1 a nazyame ho projektivna rovina. Modelom takéhoto priestoru
je rozsirend euklidovska rovina E2, ktora sa da chapat ako ,oby¢ajna” euklidovské
rovina ktoru doplnime prave jednou priamkou, ktorej homogénna rovnica je ug = 0
a budeme ju oznacovat ako u., a nazyvame ju nevlastnd priamka priestoru E2.
Nevlastna priamka je teda mnozina vSetkych nevlastnych bodov priestoru. Ostatné
priamky resp. body sa nazyvaja vlastné priamky resp. vlastné body priestoru. Viac
v [15].

V dalsom budeme pracovat len v projektivnej rovine nad algebraicky uzavretym
polom k, napr. nad polom C. Nech k[z,y] je okruh polynémov v neurcitych z,y nad

polom k. Potom f € k[x,y] sa da napisat v tvare

I aq, 02
f — E Cal,agx Yy, coq,ag S ka aq, G S N0°

Ak oznacime vektor a = (a1, ap) potom sucet mocenin |a] = a5 + as je stupefl monému
x*y*?. Vytvorme mnozinu vSetkych stupniov monémov z polynému f. Stupen polyndému

budeme oznacovat deg(f) a definujeme ho ako

deg(f) = max{|a|}.

Priklad 2.1.2 Nech f = 2z%y* + 325y? — 3zy +y* +y € Rz, y], potom stupeii monomov
z fsilla =3+4=7 Pal=5+2=7Pal=1+1=2,"al=0+2=2a
Pal =0+ 1= 1. Stupeir polynému f je teda

deg(f) = max{|'al, Pal, Pal, |*al, o} = max{7,7,2,2,1} = 7.
Teraz mozeme definovat pojem homogénneho polynému.

Definicia 2.1.2 Polyném f z okruhu polynéomov k[z,...,x,] sa nazyva homogénny

polynom ak kazdy moném z f ma ten isty stupen.

Priklad 2.1.3 Polyném f = 22 + 23 je homogénny, ale g = z3 + z, nie je homogénny

polyném z okruhu polynémov k[zg, x1, xs).

Nech v afinnej rovine A?(k) nad I'ubovolnym polom k je dana pevna stradnicova sts-
tava, t.j. existuje bijektivne zobrazenie medzi bodmi roviny a usporiadanymi dvojicami
prvkov pola k. Nech A € A%(k) je Tubovolny bod so stradnicami (z,y). Otéazkou je
aké homogénne sturadnice méa bod A. Podla definicie 2.1.1 vieme, Ze homogénne surad-
nice bodu A € P?(k) je usporiadané trojica (xg, 1, ). Medzi afinnymi a homogénnymi
siradnicami bodu A plati nasledovny vztah

_ T2
r=—, Y= —.
Zo Zo
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Potom ak zy = 1 homogénne suradnice bodu A je (1,z,y) a kazda usporiadané trojica
(A, Az, Ay), kde A € k\ {0}.

Nasledujuca veta dava odpoved na otazku ako ziskat z polynému f € k[x, y] homogén-
ny polyném F' € k[xg, x1, z2]. Homogénne polynomy z k|xg, 21, . . ., x,] budeme oznaovat
velkymi pismenami F, G, H atd.

Veta 2.1.1 Nech f(x,y) € k[z,y] je polynom stupria deg(f) = d. Potom

1. homogénnu formu polynému f vieme vypocitat podla formuly

F(ﬂfio,xl,l’z) = x‘éf (ﬂ ﬁ) )

To To
2. dehomogenizaciou F dostaneme polyndm f podla formuly
FQ,z,y) = f(z,y),
kde Flxg,x1, 2] € k[xg, 1, T2].

DOKAZ. [8], kap. 8. §2 Projective Space and Projective Varieties, Proposition 7. s. 373.
O

Priklad 2.1.4 Z prikladu 2.1.2 k polynoému f = 223y* + 22°y* — 3zy + 4> +y z R[z, y] so
stupfiom deg(f) = 7 najdime homogénny polyném F' z R[xg, x1, z5]. Podla predchadza-

juacej vety

F(I0,$17$2) = ng <E E)

CL’O’ Zo
- x13$243x15$22 Ty Toy :U22:1:2
=z5| 2| — — ] +-|— — | = 3——4+(—=) +—
i i 2 Zo i To To Zo To
3
= 22325 + §x§’x§ — 3xdzi79 + THTS + THT.

Ked podla bodu 2. predchadzajicej vety vypocitame F(1,z,y) dostaneme polynoém
f@,y).

Podobne ako afinné algebraické variety definované polynémami fi,..., f; z okruhu
polynémov k[zy,...,x,] sa daju definovat aj projektivne algebraické variety ktoré su

definované homogénnymi polynémami Fy, ..., Fy z okruhu polynémov k|xg, 21, ..., x,].

Definicia 2.1.3 Nech £ je pole a nech Fi,..., Fy si homogénne polynémy z okruhu

k[xo, 1, ..., x,]. Potom mnoZina
V(Fy,...,Fs) ={(ap,a1,...,a,) € P"(k) | Fi(ap,a1,...,a,) =0, V1<i<s}

sa nazyva projektivna algebraickd varieta definovand polynomam: F,. .., F;.
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Priklad 2.1.5 Kazdy nenulovy homogénny polyném stupna 1,
F(xg,...,x,) = coxo + - -+ + Cup,

definuje projektivnu varietu V(F), ktord sa nazyva nadrovina. V projektivnej rovine
P%(k) nad polom k je to projektivna priamka. Projektivna algebraicka varieta, ktora je
definované prave jednym nenulovym homogénym polynémom F' stupiia deg(F') > 2 sa
nazyva nadplocha. V projektivnej rovine P?(k) nad polom k je to projektivna krivka.

Nech F' = —z2 + 2% + 23 potom V(F) C P?(R) je neprazdna regularna kuZel osecka.

2.2 Rezultant

Nech st v projektivnej rovine P?(k) dané algebraické rovinné krivky C a D rovnicami:

C: F(xg,x1,22) =0, deg(C) = m,
D: G(xg,x1,22) =0, deg(D) = n,

kde deg(C) (deg(D)) oznacuje stupen krivky C (D), ktora je definovana ako stupen
urcujiceho polynomu F' (G), t.j. deg(C) = deg(F) (deg(D) = deg(G)).

Hladajme spolo¢né body tychto kriviek. Bez obmedzenia vseobecnosti mozeme pred-

pokladat, ze bod Oy = (0,0, 1) nie je bodom Ziadnej z uvedenych kriviek. Pre definujuce

homogénne polynémy F' a G to znamené, Ze maju nasledovny tvar

m
F(zg, 2, 29) = Zuia:gl_i, u; = ui(wo, 1), deg(u;) =1, ug # 0,
=0
/Ln
G(xo, 1, 22) = ZW’;—’, v; = vi(xo, z1), deg(v;) =1, vo # 0.
i=0
Nech bod A = (ag,a1,a2) € C N D, teda usporiadana trojica (ag,a;,asz) je rieSenim

stustavy dvoch homogénnych rovnic

F(zo,x1,22) =0 a G(xg,x1,22) = 0.

Vynasobme prvii rovnicu postupne vyrazom zh ', x5 % ... 25,1 a druhd rovnicu vyra-
zom x5t a2 ..y, 1. Dostavame m -+ n homogénnych rovnic o m + n neuréitych

m+n—1 m+n—2
T4 , To ,...,To, 1 tvaru
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wory T 4w T 4 + Uy =0
upry T 4 gy 4 + Uy =0

-1
upzry'  + wzy A+ e Uy =0

on;n-l-n—l + Ull,;n-i—n—? + . + ”Unl‘;n_l
vy T 4 vyt 4 + vy =0

-1
vory 4+ vy + -+ v, =0

KedZe nenulova trojica (ag, a1, as) je prirodzene rieSenim aj tohoto systému je posledny
systém rovnic riesitelny, teda determinant matice systému je rovny nule. Oznac¢me tento

determinant Res(C, D).

Definicia 2.2.1 Determinant Res(C, D) nazyvame rezultantom kriviek C a D vzladom

na premennu Is.

Z vlastnosti determinantov a z definicie rezultantu plati

o 0 -+ 0 wvg 0 - 0
(751 Ug ce 0 (%1 Vo
Res(C,D) = | upm Up—1 ++ Uy Uy Up1 ccc Vg
O Um, S U 0 Up, S 1
0 0 - u, 0 0 - v,

Determinant Res(C, D) je typu (m +n) x (m +n).

Veta 2.2.1 Rezultant Res(C,D) je alebo identicky rovny nule, alebo je to homogénny

polynom v xg, x1 stupria mn, teda Res(C, D) = Res(xo, z1).

DOKAZ. Nenulovy prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci determinantu Res(C, D) oznaéme

cij, pre ktory plati

Ui—j ak j S n
Cij = 4
Vign—j akj>mn
Inymi slovami ¢;; je homogénny polyném v neurcitych g, x; stupiia ¢ — j resp. i +n —j
ak 7 < nresp. 7 > n. Determinant mozeme vypocitat nasledovne

m-+n

Z sign (o) H Cio (i)
i=1

ceP(M)
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kde M = {1,2,...,m +n}, P(M) je mnozina vSetkych permutacii mnoziny M a o je

permutacia mnoziny M. Podrobnejsie v [10], kap. 2. Linearna algebra. Potom siéin

m+n
H Cio(i) = H Cio (1) H Cio (i),
=1 o(1)<n o(i)>n

je homogénny polyném stupna mn pretoze

deg H Cio (i) H Cio(i) | = Z deg(cioi)) Z deg(cioi))

o(i)<n o(i)>n o(1)<n

Teda rezultant Res(C, D) je homogénny polynéom v xg, x; stupiia mn. O

Veta 2.2.2 Nech k je algebraicky uzavreté pole (C). Ak H € klxg, 1] je nekonStantny

homogénny polynom stupnia d, potom H vieme napisat v tvare
H = c(syxg — )™ ... (4o — )™,
kde c #£0, c €k a (r,81),...,(re, 8:) su po dvojiciach rozne body z P(k). Navise,

V(H) = {(r1,51),...,(r,s)} CPYk).

DOKAZ.  Predpokladajme, 7e H = Y.¢ cabad™. Oznacme h(z,y) = H(zp,1) =

Z?:o ciw'. Teda polynom h(x,y) € k[z] sa da napisat ako stcin koreiiovych ¢initelov
[10], kap. 5. Veta 5.5.4. ¢), t

~+

|| I—Tz ‘,

=1

kde ¢ # 0, c € k a (r;,s;) # (rj,s;) pre ¢ # j, i,j = 1,2,...,ta2§21mi = d je stupen

polynému h. Teraz

t m; t
H(wg,z1) = $g ( ) = mch ( — — Tz) = cH (sixo — miwy)™

i=1 =1
Dokézali sme prvi ¢ast tvrdenia, druha je trivialna. [
Veta 2.2.3 Ak bod A = (ag,a1,a2) je spoloéngm bodom kriviek C a D, potom rezultant

Res(ag,a1) = 0. Ak Res(by,b1) = 0 pre urcité by, by € k, potom existuje by € k také, Ze
pre bod B = (bg, by, bs) plati B € CND.
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DOKAZ. Prva cast dokazu je zrejmé. Nech teraz Res(by, by) = 0 pre urcité by, b; € k.
Potom existuje usporiadana nenulova n + m-tica (I1,..., 0y, lys1,- -+, lnem) prvkov pola

k ze plati:

l1u1 + l2u0 + -+ ln+11)1 + ln+2U0 =0

lnun + -+ ln+mvm =0

Vynasobme postupne prvi rovnicu é&islom 25! druha 23" 2 i-tu 25" a

poslednu jednotkou. Ak vynésobené rovnice spocitame, tak po jednoduchych tupravach

dostaneme
F(bo, by, ma) (™" + -+ 1p) = =G(bo, by, 22) (ln1 3™ + -+ + lngm)-

Polynom F(bg, by, x2) jednej neurcitej xs stupiia m nad algebraicky uzavretym polom
sa da vyjadrit ako su¢in m nie nutne roznych linearnych ¢initelov. Kazdy z nich musi
vystupovat aj v rozklade polynému na pravej strane rovnosti, teda miniméalne jeden v
rozklade polynému G(bg, by, x2). Teda existuje prvok by z pola k taky, ze F(bg, by, by) =
G(bg, b1,b0) = 0. O

Priklad 2.2.1 Hladajme spolo¢né body krivky C a paraboly D, teda algebraickych
rovinnych kriviek danymi rovnicami nehomogénnymi i homogénnymi

C: flo,y) =2 +2* —y* =0, F(xg, 71, 29) = 25 + 2] — 2075 = 0

D: g(z,y)=2" -y =0, G (2o, 21, 19) = ] — 202 = 0

Vidime ze bod (0,1,0) ¢ C (¢ D). Rezultant Res(C, D) mozeme vyjadrit vzhladom na

premenni 7.

1 0 1 0 0
o 1 0 1 0
Res(C,D) = 0 Ty  —Tola 0 1 = (wox2)? (25 — 32072 + 73)
—zoz2 0 0 —xory 0
0 — T3 0 0 —Tox2

Korenimi rezultantu si teda nasledovné dvojice (zg, z5)

(1,0) - dvojnasobny,
(0,1) — dvojnéasobny,
V5

3+v5
1,45
L,

— jedennéasobny,

3—
2

5

S

— jedennasobny,
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ktoré davaju spolocné body kriviek C a D s prislusnymi nésobnostami, teda

(1,0,0) - dvojnésobny,

(0,0,1) - dvojnésobny,
1 1+2\/57 3+2\/5 — jedennasobny,
1, 1—2\/5’ 3—2\/5 — jedennéasobny.

Obrazok 1: Krivka a parabola

Vidime, ze krivky C a D stupna tretiecho a druhého maju spolo¢né prave sest bodov.

Plati to aj vo vieobecnosti? Ano, ale o tom neskor.

Lema 2.2.1 Nech k je algebraicky uzavreté pole a F,G € k[xg,x1, 5] si nenulové ho-
mogénne polyndmy. Nech ly,...,l,, n € N si lubovolné projektivne priamky v P2(k).

Potom ezistuje bod Q = (qo, q1,q2) € P?(k) taky, Ze

Q¢ JuuVv(F)UV(G)
=0
DOkAzZ. Ak L, =0,...,L, = 0st homogénne polynémy stupna 1 definujice projektivne
priamky Iy, ...,[,, potom
FG.J[Li=0

i=1
je polynom definujici projektivnu varietu (J;,; U V(F) U V(G). Stadi teda ukazat, ze
existuje bod @ ¢ V(F). Nech taky bod @ neexisteje. Potom kazdy bod projektivnej
roviny lezi va variete V(F). Pole k je algebraicky uzavreté z ¢oho vyplyva V(F) = P?(k)
a to len vtedy, ked F je nulovy polyném, ¢o je spor s predpokladom, teda V(F') # P?(k).
Existuje teda bod @ ¢ V(F'). O
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Veta 2.2.4 Nech k je algebraicky uzavreté pole. Nech nenulovy homogénny polynom F €
klxo, x1, 23] stupria m definuje krivku C a nenulovy homogénny polynom G € klzo, x1, x2)
stupnia n definuje krivku D. Ak projektivne krivky C a D v P*(k) nemaji spolocny kom-
ponent, potom pocet spoloéngch bodov kriviek C, D je koneéng a |C N D| < mn.

DOKAZ. Dokézeme nepriamo. Nech F' a G st homogénne polynémy definujtce krivky C
aD. Ak [CND| > mn potom z mnoziny priese¢nikov vieme vybrat mn+ 1 réznych bodov
A; = (@io,a,ai2), 1 =1,2,...,mn+1 a pre i < j ozna¢me [;; priamku prechadzajicu
bodmi 4;, A;, j =1,2,...,mn+ 1. Podla lemy 2.2.1 existuje bod @ € P?(k), ze

Q¢ JuuvFp)uvie) = Juucu.
1<j i<j
Nech je to bod (0,0,1). To sa da vzdy dosiahnut pozri [6], kap. 7. Véta 4.1 s. 218.

Rovnice krivky C a D teda maju tvar
F(zg, 11, x2) Zu iy ¢ = u;(xg, 1), deg(u;) =1, ug # 0,

G $0,$1,$2 Z/Uz 5 17 - Ui(x0>x1)a deg(vz) = 7;7 Vo 7£ O

Pretoze bod (0,0, 1) nelezi na ziadnej priamke /;; spajajice body A;, A; st vietky body
(ajo,aj1), j =1,2,...,mn+1rdézne. Keby totiz pre j, k,j # k bolo (a0, aj1) = (aro, ax1),
t.j. ajoar1 = axoaj1, na ich spojnici, priamke s rovnicou xgax —z1ako by lezal bod (0,0, 1)
¢o nie je mozné podla predpokladu.

Z viet 2.2.1 a 2.2.3 vyplyva, ze polyném Res(C, D) stupna mn méa mn + 1 réznych

korenov, musi byt teda nulovy. Krivky C a D teda maji spolo¢ny komponent. [

(0,0,1)

Obrazok 2: K vete 2.2.4
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Rezultant dvoch kriviek stupiia m a n v projektivnej rovine nad algebraicky uzavretym
polom k je homogénny polyném jednej neurcitej stupiia mn. Splia vietky podmienky
vety 2.2.2, teda plati

Res(C,D) = ¢

()

t
(sizo — riw1)®,

=1

kde ¢ #0 a 2221 d; = mn. Korenmi tohoto polynému s usporiadané dvojice (r;, s;) pre

i=1,2,...,t. Kazdej usporiadanej dvojici (r;, s;) vieme jednoznac¢ne priradit prirodzené

¢islo d;. Nech P = (po, p1, p2) je bodom CND, t.j (po, p1) je koreniom rezultantu Res(C, D)

a k tomuto je priradené ¢islo d,,.

Definicia 2.2.2 Prirodzené ¢islo d, sa nazyva priesekovd ndsobnost bodu P € CND

a oznacujeme ju j(CND, P).

Priklad 2.2.2 Z prikladu 2.2.1 rezultant kriviek C a D sa rovna (zoz2)? (23 — 3zoxs + 23)

ktort mozeme upravit na tvar

2 Vb —3 V5 +3
Toxy | To + To 5 To — To .

2

Teda nésobnost bodu P, = (1,0,0) je j(CND,P) = 2, bodu P, = (0,0,1) je j(CN
D,P,) = 2, bodu Ps = (1,(1+/5)/2,(3+ v5)/2) je (CND,Ps) = 1 a bodu Py =
(1,1 =v5)/2,(3—v5)/2) je j(CND, Py) = 1.

7, doteraz povedaného vyplyva platnost nasledujtcej vety.

Veta 2.2.5 (Bézoutova veta) Nech C a D su projektivne krivky v P%(k), kde k je alge-
braicky uzavreté pole, bez spolocnijch komponentov a nech m resp. n je stupen nenulového
homogénneho polynomu F resp. G definujica krivku C resp. D z okruhu polynomov

k|xo, 1, z3], potom
Z J(CND,P)=deg(F).deg(G) = mn,
PecnD

kde j(CN'D, P) je priesekovd ndsobnost bodu P € CND.

Je teda jasné, Ze pocet spolo¢nych bodov dvoch rovinnych algebraickych kriviek v
projektivnej rovine nad algebraicky uzavretym polom (ktoré nemaju spoloéni sucast)

pocitanych s prislusnou nasobnostou je rovny sucinu stupniov tychto kriviek.
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2.3 Lokalna Bézoutova veta

Beézoutova veta (veta 2.2.5) hovori globalne o poé¢te spolo¢nych bodov dvoch rovinnych
algebraickych kriviek v P?(k) nad algebraicky uzavretym polom k. Nezaobera sa lokédlnou
otazkou nasobnosti jedného bodu v prieseku. Neriesi problém suvis medzi nasobnosti
spolo¢ného bodu prieniku s jeho nasobnostou na jednotlivych krivkéch.

V tejto ¢asti vysovime lokalnu formulaciu Bézoutovej vety od Bydzovského a odvodime

jednoduché tvrdenia tykajice sa tohoto problému.

Definicia 2.3.1 Nech C je krivka v P?(k) definovand rovnicou F(zg,z1,72) = 0 a nech

m je stupen krivky C. Potom

1. bod A = (ag, a1, az) € C nazveme reguldrnym bodom C ak

OF(A)
81‘,‘

# 0
aspon pre jedno ¢ = 0,1, 2,

2. bod A = (ag, a1, az) € C nazveme singuldrnym bodom C ak

OF(A)
a:[’i

pre vSetky ¢+ = 0,1, 2,

3. singularny bod A = (ag, ai, az) € C nazveme r-ndsobnym bodom C ak
OFF(A) B
Oz 0k Ok
pre vietky k < r —1 a v8etky pristupné trojice (ko, k1, k2) a aspoi pre jednu trojicu
(ro,71,79) S To + 71 4+ 12 = 7 plati

o F(A)

T0 1 T2
Ox’0x' 0z}

£ 0.

Nasledovné veta hovori o doty¢niciach v regularnom i singularnom bode krivky. Uve-

dieme ju bez dokazu.

Veta 2.3.1 Krivka C md v requldrnom bode A = (ag, a1, as) prave jednu dotycnicu ty.

Jej rovnica je

OF(A)  OF(4)  OF(A)
8950 0 81’1 ! 81’2

V r-ndsobnom bode A = (ag, a1, as) krivky C md krivka prdve r dotyénic. Rovnica tohoto

e (R

tAi 1'220.

dzku dotycnic je
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kde pre symbolicky zdpis (Z agﬂ(f) xz) platt

8F(A) r B ! 8’“F(A) N
(Z O xl) a Z rolrilre! Oz Oxt Oxs? ot

pricom suma prebieha cez vsetky usporiadané trojice (ro,r1,79) pre ktoré ro +11+ 19 = 1.

Priklad 2.3.1 Nech krivka C je dana rovnicou f(z,y) = 2 +y> — 3zy = 0. Homogénna

rovnica je F(xg,x1, 1) = xi” + x% — 3xor172. RieSenie systému rovnic g—g) = —3x129,
OE = 3uf — 3xoxz a H& = 3x3 — 3xox1 je bod (A,0,0) a pre A = 1 je to bod (1,0,0),
V euklidovskej rovine E? je to zaiatok stradnicovej stustavy O = (0,0). Krivka C ma

jediny singularny bod, vSetky ostatné st regularne. Bod A = (1,0,0) je dvojnasobym

bodom krivky, pretoze % = —3x9 = —3 # 0. Rovnica zézku dotyc¢nic v bode A mé
tvar
2 9*°F(A) , 2! 9*°F(A) 2 9*F(A) 2,
x x x
210101 9z2 Y o0l oz7 Tt 00120 ox3
2! 9?’F(A) N 2 9?F(A) n 2! 9?F(A) 0
— ToT1 + —— Tolo + —— XLy =
110! §zoday 0 101! Bxgday 0 O Bxyday 0
teda

Ta: T1x9 = 0.

Zvazok doty¢nic v bode A je teda zjednotenie priakom z; = 0 a 29 = 0. V euklidovskej

rovine E? st to stradnicové osi. Krivka C sa nazyva Descartesov list.

rFs

¥

Obrézok 3: Descartesov list

Teraz vyslovime Bydzovského formuléciu Bézoutovej vety.
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Veta 2.3.2 (Bydzovsky) Dwve rovinné algebraické krivky stupriov m a n, ktoré nemaji
spolocnii siucast, maji spolocniyjch prdve mn bodov, ak sa kaZdy bod pocita s prislusnou
ndsobnostou. Priesecnik, ktory je na jednej krivke r-ndsobny, na druhej s-ndsobny a v

ktorom magi krivky spolocnijch h dotyénic, je priesecnikom aspori (rs + h)-ndsobngm.

DOKAzZ. |7], kap. 11. 134 f) O

Ekvivalentna veta k vete Bydzovského je, Ze existuje nezaporné celé ¢islo o také, ze
bod A je prave (rs + h) 4+ ¢ nasobnym priese¢nikom danych kriviek.

Zatial nie je zrejméa geometrickd interpretacia korekcie p. V nasledujicich riadkoch
pokusime vyslovit hodnoverna hypotézu na ¢islo o.

Otézka nésobnosti izolovaného bodu v prieseku dvoch kriviek je lokdlnou vlastnostou,
preto staCi sa nam obmedzit na algebraické krivky v afinnej rovine. Pomocou afinnej
transformécie suradnicovej stustavy vzdy mozeme dosiahnut aby skimany bod prieniku
bol totozny so zaciatkom stradnicovej stustavy so suradnicami (0, 0).

Nech f € k[z,y] je polyném stupiia m definujtci krivku C. Kedze bod (0,0) lezi na
krivke C, teda f(0,0) = 0, polyném f nema absolitny ¢len. Moézeme teda f napist v
tvare

f(z,y) = Z ey’ = fo+ [

kde f* je homogénny polyném najnizsicho stupna deg(f*) = r. Pre polynéom f =
23+ zy? — y? — 3zy je f* = —y? — 3wy a deg(f*) = 2. Nech polynému f prislicha
homogénny polyném F € k[xg,x1,z5], ktory vieme urc¢it podla vety 2.1.1. Potom z
definicie 2.3.1 r-nasobného bodu a z vety 2.3.1 pre zvazok doty¢nic v tomto bode vy-
plyva, Ze nasobnost bodu (0,0) na krivke C sa rovna stupni homogénnej ¢asti polynému
f najnizsieho stupna, t.j. f* a zvizok dotycnic v tomto bode je definovany rovnicou
f* = 0. V nasom konkrétnom priklade je nasobnost zaciatku suradnicovej sistavy 2 a
zvizok doty¢nic je uréeny rovnicou y? + 3zy = y(y + 3x) = 0, ¢o je zjednotenie priamok
y=0ay+ 3z =0 (obrazok 4).

Sktimajme teraz dve krivky C a D v afinnej rovine A?(k) definované polynémami
f(z,y) a g(z,y) z okruhu k[z,y| pre ktorych ideal I = (f, g) je m-primarny v lokdlnom
okruhu polynémov A = k[z, yl(.,), m = (x,y) to znamena, ze bod (0,0) patri do prieniku
V(f)NV(g) =CND cC A*(k). Nech f* a g* st polynémy popisané vyssie s deg(f*) =r
resp. deg(g*) = s, potom 7 je nasobnost bodu (0,0) na krivke C resp. s je nasobnost
bodu (0,0) na krivke D. Samuelova nasobnost eo((f, g), A) je nasobnost bodu (0,0) v
prieniku C N D a rovnica f* = 0 resp. ¢g* = 0 definuje zvizok dotycnic v tomto bode
ku krivke C resp. D. Je zrejmé, 7e najvacsi spolo¢ny delitel polynomov f* a g* definuje

zvéazok spolocénych dotyé¢nic k obidvom krivkam v bode (0, 0).
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Obrazok 4: Zvazok dotyc¢nic krivky v zaciatku stiradnicovej stustavy

Veta 2.3.3 Ak krivky C, D v bode O nemaji spolocni dotycnicu, t.5. h =0, potom o =0

a ndsobnost bodu O v prieseku je rs.

DOKAZ. Nech f,g st polynomy v okruhu k[x,y] ktoré definuju dve rovinné algebraické
krivky v A%(k), C = V(f), D = V(g). Podla predpokladu maji C a D len kone¢ny pocet
spolo¢nych bodov a bod O = (0,0) je jeden z nich. Nech f* a ¢g* st formy najnizsieho
stupiia vystupujtce v polynémoch f a g (v poradi). Nech A = k[z,y|,) je lokalny
okruh polynémov, m = (x,y) je jediny maximéalny ideal v iom. KedZe monémy f* a g*
st nesudelitelné, tvoria systém parametrov v A. V opa¢nom pripade by dim (f*, ¢*) = 1,
teda by existoval jednorozmerny prvoideal obsahujuici ideal (f*, g*). Jeho generator by
bol ale delitelom tak f* ako aj ¢g*, ¢o je v spore s predpokladom. Je teda {f*, g*} systém
parametrov v A. Tvrdenie teraz vyplyva z lemy 3.1. prace [14]|. O

POozZNAMKA. V pripade, ze f* a ¢g* st mondmy, existuje elegantny a jednoduchy dokaz
tejto vety. Nech > je gradované lexikografické usporiadanie v k[x,y]. Ak f* a ¢* st
monomy, potom f* = Lt(f) a g* = Lt(g). Kedze podla predpokladu Lt(f) a Lt(g) sa
nestdelitelné, je na zaklade lemy 1.5.1 a dosledku 1.5.1 dvojica { f, g} standardnou bazou
idealu I = (f, g), teda na zaklade vety 1.6.5

eo((f.9), A) = dimy Klw,y] /Lt(1) = dimy k[z,9]/ (", g7) = deg(f"). deg(g") = r.s.

Je teda h = p=0.

Obratena veta neplati vo vSeobecnosti ako to ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 2.3.2 Krivky C a D v afinnej rovine su dané rovnicami

C: f=a+y"—2y,
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D: g=2a>—Xy, A#0.

Je zrejmé, ze zaciatok suradnicovej stustavy O = (0,0) je bodom prieniku C N D. Potom
f*=—2y ag* = —\y, teda jedinou spolo¢nou doty¢nicou obidvoch kriviek je y = 0. Pre
nasobnost bodu O plati

J(€ND,0)=e({f 9).A4)
= eo(<:v2 +y? =2y, 2% — )\y> ,A)
eo(<y2 + (A =2)y,2* — /\y> JA).

Ak X\ = 2, potom j(CND,0) = eg((y? 2> —2y), A) = 4. deg(f*) =1, deg(g*) =1 a
pocet spolo¢nych dotyénic h = 1, potom j(CND,0) =4 = 1.1+ 1 + 2, teda korekcia
o=2. Ak X\ # 2 potom j(CND,0) = e((y, 2> — A\y),A) = 2 = 1.1+ 1+ 0, teda
korekcia g = 0.

D

A=2 A=1 A= -2
Obrazok 5: Roézne hodnoty A

Skumajme stucet h+ o, kde h je pocet spolo¢nych doty¢nic dvoch kriviek a p nezaporné
celé ¢islo. Vypocitajme styk rdadu n danych kriviek a porovnajme so stacétom h + p.
Pouzijeme pritom zname tvrdenia z diferencidlnej geomtrie tzv. beta podmienky styku.
Krivky Pi(t) a Py(t) maja v bode Py(t1) = Ps(ts) styk radu 4 préave vtedy, ked existuji
také cisla 3; pre i =1,....4, 1 #0, Ze

Py(ts) = B1P{(t1) (1)
Py (ty) = BT P (t1) + B2 P{(t1) (2)
P (ty) = By P (t1) + 35152 P) (t1) + Bs P (t1) (3)
Py (ty) = BLPI" (1) + 683 5aPY (1) + (48185 + B3) P/ (1) + BuPi(t)  (4)

Aby sme vedeli vypocitat styk kriviek C a D potrebujeme parametrické vyjadrenia danych
kriviek. Nech parametrické rovnice krivky C je P;(t;) = (costy,sint;+1), kde t; € (0; 27)
a krivky D je Py(ts) = (t2, g) kde t; € R a A # 0. Bod O na krivke C prislicha

parametru t; = %7‘(‘ a na krivke D parametru ¢, = 0. Najprv ur¢ime hodnoty derivacif:
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P/(t;) = (—sinty,costy)

Pl(t) = (-

costy, —sinty)

P/"(t1) = (sinty, — costy) P (7)) = (-1,0)

P“’( ) = (costy,sinty) Py (%7‘(‘) (0,—1)
=(L3) P;(0) = (1,0)

P” = (0.5) Py (0) = (0,3)

P'"( ) (0,0) Py"(0) = (0,0)

Py (t2) = (0,0) P;3°(0) = (0,0)

Ukézeme, ze v bode O krivky C a D maju styk radu prave 1 pre A # 2 a styk radu
prave 3 ak A = 2. Po vyrieSeni (1) dostaneme hodnotu pre #; = 1 # 0. Potom zo vztahu
(2) pre (5 dostaneme 0 ak A = 2, v inom pripade ststava (2) nie je rieSitelna. Krivky
C a D v bode O pre hodnotu A # 2 maju styk radu prave n = 1, a teda plati rovnost
n=1=1+0=h+p Ak XA =2 potom z (3) mame 3 = 1, ale ststava (4) uz nie je
rieSitelné. Znamené to, ze uvazované krivky v bode O maju styk radu prave n = 3, teda
opat plati n = 3 =1+ 2 = h + p. Pripomenme, ze ak dve krivky maji v spolo¢nom
bode styk radu 1, tak v tom bode majt spolo¢nt dotyc¢nicu, ak maju styk radu 2, tak v
tom bode maju spolo¢nii doty¢nicu, oskula¢nu kruznicu a krivost. To znamena, ze pre

hodnotu A = 2 kruznica C je oskulac¢nou kruznicou paraboly D.

Priklad 2.3.3 Nech st v afinnej rovine nad C dané krivky U, V a W rovnicami
U: f=a2°+ay°—y* — 3y
V:g=a+y>—3y
W: h=a>+y>—3ay

(0,0) je izolovanym bodom prieniku /NV, UNW, VNW. Vypodi-

A)7 60(<f7 h> 7A>7

Je zrejmé, ze bod O =

tajme jeho nasobnost vo vSetkych troch prienikoch, teda ¢isla eq((f, g),

eo((g,h),A), kde A = k[x,y|(z,) s maximalnym idedlom m = (z,y).
eo((f,9) . A) = eo((2° + 2y — y* = 3zy,2” +y* = 3y) , A)
=eo((y*,2*+y* —3y), A) =4
eo((f. ), A) = eo((z” + zy® — y* — 3wy, 2" + y* — 3ay) , A)
:eg(<y2 ® +y® —3zy),A) =6
eo((g,h), A) = eo((2® +y* = 3y,2° +y* — 3zy) , A)
=eo((2® +y* — 3y,2° — zy*) , A)
=eo((z” +y* = 3y,y*), A) + eo({(2” + y* = 3y, y — ), A)
=44+1=5
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Priamka y = 0 je jedinou spolo¢nou doty¢nicou vsetkych troch kriviek v bode O, pretoze
f*=—y?—=3zy = —y(y — 3x), g* = =3y, h* = —3xy a ich najvicsi spoloény delitel je y.

Pre nasobnost j z Bézoutovej vety s vyuzitim tvrdenia Bydzovského vety plati

JUNV,0)=4=21+1+1
JUNCW,0)=6=22+1+1
JVNAW,0)=5=21+1+2

Skimajme opét sicet h + p. Ako v predchadzajicom priklade na zistenie styku radu

n kriviek 4 a V, U a W a V a W potrebujeme parametrické vyjadrenia danych kriviek.
Nech parametrické rovnice krivky U je Py(t;) = (tl(t1+3) t%(tﬁ?’)), kde t; € R, krivky V

241 0 t3+1
. . . . 2
je Py(ta) = (% cos ty, %(smtz + 1)), kde to € (0;2m) a krivky W je Ps(t3) = (é’fl, tg’ifl),
kde t3 € R\ {-1}.

Obrazok 6: Krivky U a V

Ukézeme, 7ze styk kriviek U, V v bode O je 2. Teda stistava dvoch vektorovych rovnic
(1), (2) s neznamymi realnymi ¢islami 1 a B2 ma riesenie, ale (1), (2), (3) uz nie. Bod O
na krivke P;(¢;) prislicha parametru t; = 0, na krivke P,(t5) parametru to = %7‘(‘. Najprv

ur¢ime hodnoty derivacii:
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Pi(ty) = (- 2252, wloo P{(0) = (3,0)
Pl(t) = (Ao, 2= P{(0) = (2,6)
P{”(tl) _ (_6(3t‘1‘—4té%—i§§i+4m+3)’ 6(t‘1‘+12t(i%—ft1f)212t1+1)> P{”(O) _ (—18, 6)
Py(ty) = (332, 2512) Py (57) = (3,0)
Pi(t) = (2t ) Py (3r) = (0.3)
Pyts) = (5, -25) P (37) = (5,0)

Rovnica (1) nam déva dve rovnice 3 = 312 a 0 = 3,0 s riesenim (; = 2. Po dosadenf

B1 do (2) podobne ziskame [y = %. Ak do (3) dosadime (3; a (33, tak dostaneme, Ze

rovnica nema rieSenie, t.j. neexistuje také 3. Krivky ¢, V maja v bode O styk radu
prave n = 2. Plati teda rovnost n = h + p.

Podobne ako predtym vypocitame styk kriviek & a W. Bod O na krivke W s para-

metrickou rovnicou Pj(t3) prislicha parametru t3 = 0. Vypocitajme derivacie:

Pé(tg) _ (3(1—2t§) 3t3(2—13)

B2 (3112 P3(0) = (3,0)
18t2(t5—2) 6(t5—Tt3+1
Py(ts) = < (t?’;(+31)3 L, ((3t§+13)3 ) P5(0) = (0,6)
6_ 1043 2016 1043
Py'(ts) = (-l MGG P{/(0) = (0.0)

Po vyrieseni rovnic (1), (2) dostaneme 3 = 1, f; = —2. Rovnica (3) nie je ricsitelna,

teda krivky U a W maju styk radu prave n = 2. Porovnanim so su¢tom h + o opat plati
rovnost.

Obréazok 7: Krivky U a W
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Nakoniec styk kriviek V a W. Podobnymi vypoctami ziskame hodnoty 3, = 2, 55 = 0,
fB3 = 8. Sustava rovnic (1), (2), (3) je riesitelna. Teda styk kriviek V a W je aspon 3.
Sucet h + o = 3, teda aby rovnost medzi n a h + ¢ bola platna, rovnica (4) uz nemoze

mat rieSenie.

Obréazok 8: Krivky V a W

Potrebujeme k tomu derivécie stvrtého radu danych kriviek:

S £ () = (0

i 72(5t3—45t54+30t3—1)  72t3(t3—30t8+45t3—5 i
P(ts) = (PEApinit) Pl e on-9) ) P (0) = (~72,0)
Dostaneme dve rovnice s nezndmou (4. Z prvej rovnice 34 = —48 a z druhej rovnice

0 = 72 ¢o je spor. Krivky V a W teda v bode O maju prave styk radu n = 3. Teda

naozaj plati rovnost n = h + p.

Zda sa ze cislo p vyjadruje kvalitu styku dvoch kriviek. Zatial sa nepodarilo ani

dokazat ani vyvratit nasledujicu hypotézu.

Hypotéza 2.3.1 Nech si dané dve krivky C a D v afinnej rovine nad polom k. Ak
bod O = (0,0) je spolocnym bodom kriviek C, D v ktorom maji prave jednu spoloéni
dotycnicu, potom n =1+ p, kde n je styk radu n kriviek v bode O a ¢ je korekcia z vety

Na zaver uvedieme motivujice priklady na vysloveni hypotézu. Zistenie platnosti

hypotézy ponechavame citatelovi.
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Priklad 2.3.4 Zistite nasobnost bodu O = (0,0) v prieseku nasledujucich kriviek:

1. C: f= (22 +y*)3 — 42?y? (Stvorcipa ruza) a D : g = x? + y* — ay (kruZnica), pre
hodnotu parametra a = +2 a a € R\ {0, 42, —2},

2. U: f=2a2?(1—-22) —y® (lemniskata) a C: g = (22 + y?)® — 42%y?,
3¥ P f=at+yt+day ((w+y)?— 3oy —2) aC: g= (22 4+ y*)°* — da?y?,

4*¥ U f=2*1—-2*)—y*aLl: g=(1—2)y*>— (1+x)x? (strofoida).

& 2

-0,8 -0,6 -0,4 ] [ip 0,4 0,6 0,8

[ 0,4 0,6 0,8 175 - -0,5 0,5 1 1,5

3.* 4.%*
Obréazok 9: K prikladu 2.3.4

Naroc¢nost hladania prametrického vyjadrenia krivky vSak nie je jedinym problémom,
ktory stoji v ceste dokazovania nasej hypotézy. Odstranenie prekazok a hladanie inych
efektivnejsich metod na vysvetlenie geometrického vyznamu ¢isla o je uz predmetom

d'alsieho sktimania.



Zaver

Lokalna priesekovéa nasobnost (Samuelova) je vyznamnym teoretickym apardtom mo-
dernej komutativnej algebry. Aplikaciou jej vysledkov sa dosiahlo vyrieSenie niektorych
problémov sucasnej algebraickej geometrie (teoria prieseku a i.). Metody vypoctu tejto
nasobnosti maju kli¢ovy vyznam pre rozvoj teorie. V praci su uvedené klasické i moderné
metody (Grobnerova, tandardna baza) vypoctu priesekovej nasobnosti.

Nasobnost izolovaného bodu v prieniku dvoch rovinnych algebraickych kriviek stuvisi
s jeho nasobnostou na jednotlivych krivkach a s dotykovou situéciou v iom. V pripade,
ze krivky v spolo¢nom bode nemaji spolo¢nt doty¢nicu, potom jeho nésobnost sa rovna
sicinu nasobnosti na jednotlivych krivkach. V pripade existencie h dotycnic je téato
nasobnost vyssia o ¢islo h a dalsiu korekciu p, zavisiacu od styku n-tého radu kriviek v
tomto bode. Exaktné vyjadrenie tohto ¢isla p a algebraizacia styku dvoch kriviek je vSak
predmetom dalSieho skiimania.

Dobré znalost tedrie komutativnej algebry a diferencidlnej geometrie je zakladnym

predpokladom spravnej interpretacie a pochopeniu nasej préce.
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